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òÁÂÏÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÄÉÓËÕÓÓÉÏÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó×ÏÂÏÄÁ
×ÏÌÉ É Ó×ÏÂÏÄÁ ×ÙÂÏÒÁ, ÜÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ, ÌÉÂÅÒÁÌÉÚÁÃÉÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ É ÓÔÅÐÅÎØ
ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÑ, ÔÁËÉÅ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ËÁË ÓÓÙÌËÁ ÎÁ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ É Ô.Ð.

ëÁÖÄÙÊ ÄÕÍÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ, ÐÏÌÉÔÉËÅ É ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ. óÌÁ-
ÂÏÓÔØ ÉÍÕÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ë ËÏÒÒÕÐÃÉÉ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×Á, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
| Ë ËÏÍÐÒÏÍÅÔÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁÕË Õ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÆÅÓÓÉÊ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ,
ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ ÉÌÉ ÎÁÄÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÎÙ ÐÒÉÎÅÓÔÉ ÐÏÌØÚÕ, Á × ÒÑÄÅ
ÓÌÕÞÁÅ× ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÏÅ, ÎÏ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÅ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÞÅÓËÉÈ É ÜÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï Ó×ÏÂÏÄÅ
×ÏÌÉ. üÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ ÔÏÌØËÏ Ë ÐÏÓÔÕÐËÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ É
ÎÅ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ. îÁÌÉÞÉÅ Ó×ÏÂÏÄÙ ×ÏÌÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÄÏÂÒÅ É ÚÌÅ. ïÄÎÏ ÉÚ ÔÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÚÌÁ: âÏÇ, ÂÕÄÕÞÉ Ô×ÏÒÃÏÍ, ÎÁÄÅÌÉÌ ÓÕÝÅÓÔ×Á Ó×ÏÂÏÄÏÊ ×ÏÌÉ (ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ
ÂÙÌÉ ÂÙ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ). á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÜÔÉÞÅÓËÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕ, Ô.Å. Ó×ÏÂÏÄÕ ÜÔÉÞÅÓËÏÇÏ
×ÙÂÏÒÁ.

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÜÔÉ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ.
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÅÓÌÉ ô×ÏÒÅÃ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÏÅ ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÔÏ ÍÙ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÄÏÌÖÎÙ ÜÔÏ

ÄÅÌÁÔØ. úÁÓÔÁ×ÌÑÑ ÄÒÕÇÉÈ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÓÔÏÉÔ ÚÁÄÕÍÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁÄ ×ÏÐÒÏÓÏÍ: Á ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÐÒÁ×Õ?
ïÂÙÞÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÄÅÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ \ÌÕÞÛÅ-ÈÕÖÅ", ÎÏ ÅÓÔØ É ÉÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
| \×ÐÒÁ×Å { ÎÅ ×ÐÒÁ×Å".

îÏ ËÁËÏÅ ×ÓÅ ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ?
ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÕÞÅÎÉËÁ, ÅÇÏ ÁËÔÉ×-

ÎÏÓÔÉ. õÞÅÂÁ ÐÏ-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ É ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÇÏ
ÕÞÅÎÉËÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÏÌÅÉÚßÑ×ÌÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÕÞÅÎÉËÅ ×
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÌØËÏ × ÓÔÒÁÄÁÔÅÌØÎÏÍ ÚÁÌÏÇÅ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ | ×ÁÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÅÇÏ ÌÉÞÎÏÓÔØ.

éÔÁË, ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÕÞÅÂÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÕÞÅÎÉËÁ, ÅÇÏ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ.
äÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÂÙÌÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ | ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ×ÁÖÎÏÅ.

éÎÔÅÒÅÓ ÖÅ ÕÞÅÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÏÌÅÉÚßÑ×ÌÅÎÉÅ, ÅÇÏ ÌÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë
ÐÒÅÄÍÅÔÕ (ÄÁÖÅ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÏÓÏÚÎÁÎÎÏÅ) ÅÇÏ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÁË ÓÕÂßÅËÔÁ, ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ
×ÏÌÉ.

ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÂÅÚ ÐÒÏÑ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÙ ×ÏÌÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÁÇÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ËÁË Õ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÔÁË É Õ ÕÞÅÎÉËÁ, ÂÅÚ ÞÅÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ
Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. ÷ ÜÔÏÍ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ÛËÏÌÅ É ÎÁ ËÒÕÖËÅ.
ïÄÉÎ ÉÚ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÕÖÏË ÏÎ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÓÁÍ, Á ÛËÏÌØÎÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ ÅÍÕ ÎÁ×ÑÚÁÎ.
ëÒÕÖÏË ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÇÏ, ÞÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÛËÏÌÁ | Ó ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ×
ÏÂÕÞÅÎÉÉ. îÁÌÉÞÉÅ ×ÙÂÏÒÁ: \×ÙÂÉÒÁÀ Ñ | ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÍÅÎÑ" | ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÈÏÒÏÛÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÍÅÖÄÕ ÕÞÉÔÅÌÅÍ É ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ ÒÁÓÓÔÁÀÔÓÑ. üÔÏ ×ÁÖÎÏ É Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×Á-
ÔÅÌÑ | ËÁÞÅÓÔ×Ï ÚÁÎÑÔÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÏÎ ÂÏÌÅÅ Ó×ÏÂÏÄÅÎ × ÏÂÝÅÎÉÉ
Ó ÎÉÍÉ. ôÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔØ ÓÅÂÅ ÎÁ ËÒÕÖËÅ, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÚ×ÏÌÉÔØ × ÛËÏÌÅ. ðÏ-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ
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ÈÏÒÏÛÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏ ÚÁÎÑÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÏ×ÏÄÑÝÅÍÕ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÅÍÕ ÎÅ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ,
ÏÎ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÔ ÕÒÏË.

îÁÏÂÏÒÏÔ × ÛËÏÌÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ×ÑÚÁÎÎÏÇÏ ÏÂÝÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÈÕÖÅ, ÕÞÅÎÉËÉ
| ÂÏÌÅÅ ÁÇÒÅÓÓÉ×ÎÙ, ÎÁÇÒÕÚËÁ É ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÌÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ | ÂÏÌØÛÅ. úÁÞÁÓÔÕÀ
ÓÉÌØÎÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ ÅÓÌÉ É ÎÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ãÅÒÂÅÒÁ, ÔÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÅÇÏ ÞÅÒÔÙ. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ
ÜÍÏÃÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ëÒÏÍÅ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ ÅÝÅ ÓÔÏÒÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ: ÛËÏÌØÎÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÛËÏÌÙ (ÉÌÉ, × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ × ×ÕÚ É ÎÁÕÞÉÔØ
ÔÅÈÎÉËÅ ÒÁÂÏÔÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÑÔÎÏÊ.) ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ÄÏÓÔÉÞØ ×ÚÁÉÍÏ-
ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ Ó ÕÞÁÝÉÍÉÓÑ Ï ÃÅÌÑÈ ÚÁÎÑÔÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ ×ÎÅÛÎÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

òÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ ËÒÕÖËÁ Ó×ÏÂÏÄÅÎ × ×ÙÂÏÒÅ ÚÁÎÑÔÉÊ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÏÂÛÉÒÎÏÇÏ ÍÁÔÅ-
ÒÉÁÌÁ ÓÁÍÏÅ ËÒÁÓÉ×ÏÅ. ïÄÎÁ ÉÚ ÃÅÌÅÊ ËÒÕÖËÁ | ×ÏÓÐÉÔÁÎÉÅ ÜÓÔÅÔÉËÉ É ËÕÌØÔÕÒÙ ÏÂÝÅÎÉÑ.

õÞÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÑ, ÃÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÏËÁÚÁÔØ ËÒÁÓÏÔÕ
ÉÄÅÉ, ÐÒÅÄÍÅÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏÞÅÍÕ ÁÒÔÉËÌØ \a" Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ?
ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÕÄÁ ÏÎ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ? \A ball" | ÍÑÞ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÓÌÏ×Ï, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó \a".

îÁÐÒÉÍÅÒ ÓÌÏ×Ï \apple": ÐÒÏÉÚÎÅÓÅÍ \a apple" | ÎÅ Ú×ÕÞÎÏ; É ÔÁË: \an apple". þÔÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ
\an"? (× ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, \one" | \ÏÄÉÎ". éÔÁË, \an", Á ÔÁËÖÅ
\Á" ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ ÏÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ \ÏÄÉÎ". ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ \an apples".

íÙÓÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ: ÓÌÏ×Ï \any" (ÌÀÂÏÊ) ÔÏÖÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÏÔ \one". ëÓÔÁÔÉ, Ë×ÁÎÔÏÒ
×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ (∀) | ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÁÑ ÂÕË×Á á (Á Ë×ÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ∃ | ÅÓÔØ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÁÑ
ÂÕË×Á E (Exists)).

á ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÛËÏÌØÎÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ? \äÅÔÉ, ÁÒÔÉËÌØ \a" Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅ
ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ×Ù ÜÔÏ ×ÓÅ ÖÅ ÓÄÅÌÁÅÔÅ, Ñ ×ÁÍ ÓÎÉÖÕ ÏÃÅÎËÕ."

úÄÅÓØ ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÅ É ÍÅÈÁÎÉÞÎÏÓÔØ ÓÉÇÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔ Ï ÎÅÄÏÓÔÁÔËÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ. ïÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏ-
ÂÌÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÑÚÙËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÒÅÚ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÑÚÙË
ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.

ïÄÉÎ ÍÏÊ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÒÏÄÎÏÓÔÉ (Ñ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÀ ÄÅÔÁÌÉ
ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ). ðÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÊ ÎÁÒÏÄÎÏÓÔÉ
ÂÙÌÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÞÎÏ ÔÅËÓÔÕÁÌØÎÏ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÓÔÏÓÔÒÁÎÉÞÎÕÀ ËÎÉÇÕ ÐÏÓÌÅ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ (ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏÇÏ). ñ ÅÍÕ ÓËÁÚÁÌ ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÔÁËÉÍ ÌÀÄÑÍ ÉÍÅÅÔ
ÍÁÌÏ ÓÍÙÓÌÁ, É ÏÎ ÓÏÇÌÁÓÉÌÓÑ | ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ, ÐÒÏËÕ ÎÅ ÂÙÌÏ. èÏÒÏÛÏ, ÞÔÏ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÁÑ
ÐÓÉÈÉËÁ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÀ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ (ÍÎÅÍÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-
ÂÏÊ ÏÂÍÁÎ ÐÓÉÈÉËÉ ÞÅÒÅÚ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ó×ÑÚÉ). äÏÓÔÉÞØ ÏÂßÅÍÎÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ
ÍÏÖÎÏ, ÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ. óÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÕÞÅÂÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØ-
ÎÙÈ ×ÅÝÁÈ. ïÔÓÀÄÁ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÑ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÌÕÞÛÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ × ÍÁÔÛËÏÌÁÈ: ÕÞÅÎÉË ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓÁÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÛËÏÌÕ, Á ÚÁÞÁ-
ÓÔÕÀ É ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÎÏ ×ÙÂÏÒ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÄÁ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÅÓÔØ,
ÐÕÓÔØ ÍÅÎØÛÉÅ, ÞÅÍ × ÏÂÙÞÎÏÊ ÛËÏÌÅ. ïÂÕÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÂÏÌÅÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏ, ÞÅÍ × ÏÂÙÞÎÏÊ
ÛËÏÌÅ.

í. á. âÕÚÉÎÅÒ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë Ó×ÏÂÏÄÅ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÛËÏÌØÎÙÅ
ÐÒÉ×ÙÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÅÒÁÌÉÚÁÃÉÑ É ÐÒÉÕÞÅÎÉÅ Ë ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÅÐÅÎ-
ÎÙÍÉ.

üÔÏ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÉÚ-ÚÁ ÌÀÂ×É Ë Ó×ÏÂÏÄÅ ËÁË ÔÁËÏ×ÏÊ, ÓËÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØ
ÌÀÄÅÊ ÓÁÍÉÈ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×Ù×ÁÔØ Ó×ÏÀ ÖÉÚÎØ. íÎÏÇÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÇÁÓÎÕÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ
×ÎÅ ËÏÍÐÁÎÉÉ. õÍÅÎÉÀ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÖÉÔØ ÎÁÄÏ ÕÞÉÔØ, ÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ × ÎÅ
ÔÅÐÌÉÞÎÏÊ ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÎÉ ÓÍÏÇÕÔ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÁÍÉ É ÓÁÍÉ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÕÓÐÅÈÏ×.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÎÅÎÁÓÉÌØÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÉÊÓËÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ (×ÓÐÏ-
ÍÉÎÁÅÔÓÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÈÁÔÍÙ çÁÎÄÉ).

åÝÅ ÒÁÚ ÏÔÍÅÔÉÍ, ËÒÏÍÅ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: Ó×ÏÂÏÄÁ ×ÙÂÏ-
ÒÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÁÍÏÅ ËÒÁÓÉ×ÏÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÏÓÐÉÔÙ×ÁÔØ ÎÁÕÞÎÕÀ ÜÓÔÅÔÉËÕ.
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÷ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÁÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÛËÏÌÏÊ É ËÒÕÖËÏÍ : ÛËÏÌØ-
ÎÉË ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÛËÏÌÕ É ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÎÏ ×ÙÂÏÒ ÍÅÎØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ
ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. íÎÏÇÉÅ ÕÞÅÎÉËÉ ÐÏÓÌÅ ÓÐÅÃÛËÏÌÙ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÓÏÃÉÁÌØÎÏÊ ÁÄÁÐÔÁ-
ÃÉÉ ×Ï ×ÔÕÚÁÈ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÒÅÚËÏÊ ÓÍÅÎÏÊ ÏËÒÕÖÅÎÉÑ, ÓÌÁÂÏÓÔØÀ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÈ
ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÎÏ É Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÖÅÓÔËÏÓÔØÀ × ÐÌÁÎÅ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Á ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ
×ÙÂÏÒ ×ÕÚÁ ÂÙÌ ×ÙÚ×ÁÎ ÎÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ Á ÐÒÉ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÏÔÒÉÃÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÑ;
ÏÂÕÞÁÔØ ÎÁÄÏ ÔÅÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÕÍÅÅÍ, É ÎÅ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×Á-
ÅÍÕÀ \non-frustration system". ïÄÎÁËÏ ÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÅÇÁÔØ Ë ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÀ ÉÎÏÇÄÁ
ÓÔÏÉÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ìÕÞÛÅ ÅÅ ÐÏÎÑÔØ É ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÅ. ÷ ÔÏ
ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÎÅÉÚÂÅÖÎÙ, É ÈÏÔÑ ÎÁÄÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉ-
×ÁÔØ ÐÒÉÎÕÖÄÅÎÉÅ, ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÅÇÏ ÆÏÒÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÞÁÌØÎÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÌÏÇÉËÅ ÉÓÔÉÎÙ É ÌÏÇÉËÅ ÏÒÔÏÄÏËÓÉÉ. úÄÅÓØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÅÓÔÎÙÍ
ÚÁÔÒÏÎÕÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÙ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. ðÅÒÅÄ
ÔÅÍ, ËÁË ÐÒÉÈÏÄÉÔØ Ë ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÄÕÍÁÔØÓÑ ÎÁÄ ×ÏÐÒÏ-
ÓÏÍ Ï ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÏÂ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ, Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ,
ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ. ïÂÙÞÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÌÏÇÉËÅ, Á×ÔÏÒÉÔÅÔÕ
ÉÌÉ ÏÔËÒÏ×ÅÎÉÀ (ÏÂ ÏÔËÒÏ×ÅÎÉÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÍÁÌÏ É ÍÙ ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÍ ÜÔÕ ÔÅÍÕ). ÷ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×Õ ÍÙÛÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅÏÓÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á, É ÅÓÌÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ
ÔÏÌØËÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÅÍÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÔÅÒÑÔØ ÒÅÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ
×Ù×ÏÄÏ×. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á, Á ÉÍÅÎÎÏ, |
ÓÓÙÌËÕ ÎÁ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ.

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕÝÕÀÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÏÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÏ×ÁÒÎÏÅ. ðÏÄ ÁÐÅÌÌÑÃÉÅÊ Ë
Á×ÔÏÒÉÔÅÔÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÅ | ÏÔ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÕÖÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙÅ É ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÅÒÅÐÒÏ-
×ÅÒÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (ÛÁÒÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ úÅÍÌÉ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÔÏÍÏ×) ÄÏ ÞÉÓÔÏ \ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ
×ÅÝÅÊ" (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÎÁ Ó×ÑÝÅÎÎÙÅ ÔÅËÓÔÙ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÅ ÒÏÌØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÊ ÍÙÓÌÉ).

óÓÙÌËÁ ÎÁ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ ÉÌÉ ÓÌÕÖÉÔØ ÃÅÌÑÍ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ.
ðÏÌÅÚÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÓÙÌÏË, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÓÉÇÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÉÌÉ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÕÀ
É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. íÏÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ
ËÁË ÂÙ ÍÏÑ \ÔÁÍÏÖÎÑ", Á ÓÓÙÌËÁ ÎÁ Á×ÔÏÒÉÔÅÔ ÚÁÞÁÓÔÕÀ \ÐÒÏ×ÏÚÉÔ ËÏÎÔÒÁÂÁÎÄÕ ÐÏ ÄÉÐÌÏÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÍ ËÁÎÁÌÁÍ". ñ ÎÅ ÍÏÇÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÍÏÔÉ×ÁÍ Ó Õ×ÁÖÅÎÉÅÍ ÄÁÖÅ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÙÌ ÇÒÕÚ ÉÓÔÉÎÙ, Á ÐÒÏ×ÏÚ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÎÔÒÁÂÁÎÄÙ ÂÙÌ ÎÕÖÅÎ ÒÁÄÉ
\ÂÌÁÇÁ". ÷ÓÅ ÜÔÏ ÓÕÔØ ÎÅÕ×ÁÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÞÉÎÙ. üÔÏ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ ÉÚ ÓÅÒÉÉ \×ÐÒÁ×Å { ÎÅ ×ÐÒÁ×Å".

éÓÈÏÄÎÏ å×ÁÎÇÅÌÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÅÁËÃÉÀ ÎÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ (ÓÕÂÂÏÔÁ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÉÌÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÌÑ
ÓÕÂÂÏÔÙ). äÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÐÒÏÎÉË É × ÈÒÉÓÔÉÁÎÓËÕÀ ÒÅÌÉÇÉÀ.

ç. ÷. ëÏÎÄÁËÏ× ÇÏ×ÏÒÉÌ ÍÎÅ Ï ÔÏÍ, ÞÅÍ ×ÅÒÕÀÝÉÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÆÁÎÁÔÉËÁ. ôÅÍ, ÞÔÏ Õ ×Å-
ÒÕÀÝÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÔÅÓÑ ÞÕ×ÓÔ×Ï ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÂÒÅÄ × ÐÓÉÈÉÁÔÒÉÉ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ÅÓÌÉ ÂÒÅÄÏ×ÙÅ ÕÂÅÖÄÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÏËÒÕÖÁÀÝÉÅ ÉÈ ÎÅ ÚÁÍÅÞÁÀÔ), Á
ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÈÁÎÉÞÎÏÓÔØÀ.

ó ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÍÉ ËÁË \ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ", ÔÏÖÅ ÎÅ ÔÁË ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÏ. óÌÉÛËÏÍ
ÞÁÓÔÏ ÏÎÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌÉÚÁÃÉÀ ÉÌÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ \ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ" ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÞÅÔÓÑ
ÁÐÒÉÏÒÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÅÓÔÒÑÔ ÐÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÁÔØÉ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÜÔÉÍ ÇÒÅÛÉÔ ÌÉÂÅ-
ÒÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÌÌÉÇÅÎÃÉÑ.

ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ× áÌÅËÓÅÊ ñËÏ×ÌÅ×ÉÞ,
íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.
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óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ðÁÒÁÄÏËÓÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ
é. é. áÓÔÁÈÏ×Á, ÷. á. é×ÁÎÏ×

óÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÅÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ Ï ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÊ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÍ Á×ÔÏÒÁÍ ×ÕÚÏ×ÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ×Ù×ÏÄ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÈÏÔÑÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÞÅÓÔÎÏ, ÎÅ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÁÐÅÌÌÉÒÏ×ÁÔØ Ë ÛËÏÌØÎÙÍ ÚÎÁÎÉÑÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÅËÔÏÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÒÏÞÎÏÍÕ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ËÒÕÇÕ. óÔÁÔØÑ ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÁ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÕÚÏ×, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÈ.

÷ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ×ÓÅÍ ÐÒÅËÒÁÓ-
ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ \ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ":

lim
x→0

sinx
x = 1:

úÄÅÓØ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÉÎÕÓÅ ÞÉÓÌÁ È ËÁË ÓÉÎÕÓÅ ÕÇÌÁ × È ÒÁÄÉÁÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ; ÐÒÁ×ÄÁ,
ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÄÉÁÎÎÏÊ ÍÅÒÙ ÕÇÌÁ ÁÐÅÌÌÉÒÕÅÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÛËÏÌØÎÏÍ
ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÒÏÇÏ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ.

îÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓ-
ÞÉÓÌÅÎÉÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÈ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ËÕÒÓÁ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÏÂÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ.

\äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" (ËÁ×ÙÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÏÂßÑÓÎÅÎÙ ÐÏÚÖÅ), ÓÍ. [2], c. 116-117.
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6 é. é. áÓÔÁÈÏ×Á, ÷. á. é×ÁÎÏ×

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË OAB ⊂ ÓÅËÔÏÒ OAB ⊂ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË OAC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÃÅÐÏÞËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:

ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OAB < ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÅËÔÏÒÁ OAB < ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OAC:

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ OA ÒÁ×ÎÏÊ 1, Á ÞÅÒÅÚ x ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÒÁÄÉÁÎÎÕÀ ÍÅÒÕ ÕÇÌÁ AOB,
ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ AB ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÊ x, ÔÏ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:

1
2 sinx < 1

2 x <
1
2 tg x:

åÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ 1
2 sinx, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

1 < x
sinx <

1
cosx; ÉÌÉ 1 > sinx

x > cosx;

ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ cosx ×
ÎÕÌÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ïÐÕÓËÁÅÍ ÚÄÅÓØ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ËÕÒÓÉ×ÏÍ ÔÅÒÍÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÐÅÌÌÉÒÕÀÔ Ë ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÅÒÔÅÖÁ, ÅÝÅ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÄÌÉÎÙ
ËÒÉ×ÏÊ, Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = cosx.
òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏ, ÎÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÍÅÌÏÞÉ.

îÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ É ÓÌÏÖÎÙÊ ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÐÒÏÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Á ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÍÏÍÅÎÔ.

éÔÁË, ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅËÔÏÒÁ AOB ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÕÇÌÏÍ x ÒÁ×ÎÁ 1
2 x, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ-

ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÁ×ÎÁ � R2 (ÜÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
× Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÞÔÏ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ; ÎÉ
ÓÔÒÏÇÏ, ÎÉ ×ÏÏÂÝÅ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÖÅ ÎÁÍÅËÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ×Ï-
ÏÂÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÆÉÇÕÒ, Á ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÁ×ÎÁ1 4�(sh)2(R2 ).) ðÏÎÑÔÎÏ,
ÞÔÏ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÏÂÙÞÎÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÁÐÅÌÌÉÒÕÑ Ë ÛËÏÌØÎÏÍÕ ËÕÒÓÕ (É Ë áÒÈÉÍÅÄÕ). õ
áÒÈÉÍÅÄÁ ÖÅ ÎÉËÁËÏÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÅÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÍÅÔÏÄ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÎÉÑ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÐÉÓÁÌÉ ÅÍÕ ÉÓÔÏÒÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎ ÌÉÛØ × XVII ×ÅËÅ ëÅÐÌÅÒÏÍ, É Ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ.

ðÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÛËÏÌØÎÙÅ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á". é ×ÏÔ ÔÕÔ ÎÁÓ ËÁË ÒÁÚ É ÏÖÉÄÁÅÔ
ÍÎÏÇÏ \ÏÔËÒÙÔÉÊ ÞÕÄÎÙÈ".

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÛËÏÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÉÐÁ: \ÐÒÉ ×ÐÉÓÙ-
×ÁÎÉÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ËÒÕÇ É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÐÅÒÉÍÅÔÒ p ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á cos� ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ
ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÄÌÉÎÙ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ
ËÒÕÇÁ ÒÁ×ÎÁ �R2. ôÅÏÒÅÍÁ \ÄÏËÁÚÁÎÁ". óÍ. [5], c. 188-189.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ; ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ
ÐÒÅÄÅÌÁ.

÷ ×ÏÓØÍÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÝÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÓÍ. [6], ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÌÏ-
ÝÁÄÅÊ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× S′ ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ S. óÕÍÍÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ× ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÄÌÉÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, Á ×ÙÓÏÔÁ h ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÁ Ë
ÒÁÄÉÕÓÕ r ËÒÕÇÁ.

á×ÔÏÒÙ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ: × ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÚÎÁË ÔÏÞÎÏÇÏ, Á ÎÅ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÏ × ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ,
ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÔÏÞÎÏÅ, ÓÍ. [6], Ó. 149.

1úÄÅÓØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÉÎÕÓ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ: sh(x) = (ex − e−x)=2. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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îÕ ÞÔÏ Ö, ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÛËÏÌØÎÏÍÕ ÕÞÅÂÎÉËÕ ðÏÇÏÒÅÌÏ×Á ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓ-
ÓÏ×, ÓÞÉÔÁÀÝÅÍÕÓÑ ÓÅÇÏÄÎÑ ÜÔÁÌÏÎÏÍ ÛËÏÌØÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ É ÇÄÅ, ËÁË ÎÁÍ ÏÂÅÝÁÌÉ ÅÝÅ × ×ÏÓØÍÏÍ
ËÌÁÓÓÅ, ×ÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÔÒÏÇÏ. ÷ÏÔ ÜÔÏ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" × ËÒÁÔËÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ:

\÷Ù×ÏÄ" ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ.
ðÕÓÔØ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, Sn | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ A1A2:::An,

×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ËÒÕÇ. ðÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ Ë ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÒÁ×ÅÎ rn = R cos 180◦
n .

ðÒÉ n → ∞ cos 180◦
n → 1, ÐÏÜÔÏÍÕ rn → R, Sn = 1

2rnPn, ÇÄÅ Pn | ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.
õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ Pn → 2�R (?), ÐÏÌÕÞÁÅÍ S = 1

22�R ·R = �R2. ëÏÎÅÃ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á", ÓÍ. [5], c.
188-189.

õ×Ù, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÜÔÏ ×Ó£ ÔÏ ÖÅ \ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ" ÏÂÝÉÍÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÞÁÝÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÐÒÉ-
×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. îÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ an = 2R sin �

n , ÐÅÒÉÍÅÔÒ Pn = nan = 2Rn sin �
n , É

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ 2Rn sin �
n ÓÔÒÅÍÉÌÏÓØ Ë 2�R, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ sin�=n

�=n → 1, Á ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ (!) ÐÅÒ-
×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎ, ÎÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ
× ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ!

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ × ÎÁÕËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ" É, ÞÔÏ ÓÁÍÏÅ ÐÅÞÁÌØÎÏÅ, ÎÉËÔÏ
ÎÅ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÚÏÒ×ÁÔØ ÉÌÉ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ. á ×ÅÄØ ÐÒÅÐÏ-
ÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÉÅ×, ËÁË ÒÁÚ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ.

îÏ ÎÅ ×ÓÅ ÔÁË ÐÌÏÈÏ, ËÏÎÅÞÎÏ. íÎÏÇÉÅ Á×ÔÏÒÙ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄ×ÏÈ × ×ÉÄÅ ÐÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ É ÐÙÔÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÚÏÒ×ÁÔØ. îÏ ÓÐÏÓÏÂÙ, ËÏÔÏ-
ÒÙÍÉ ÏÎÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ, ÞÁÓÔÏ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÎÙ: ÏÎÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÀÔ
ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÜÔÏÍ Ñ×ÎÏ É ÐÒÑÍÏ.

üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ sinx, ÇÄÅ x | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ | ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)! = x− x3

6 + ::: ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x.
ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÌÏÖÅÎ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É

ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÔÕÔ ÎÅÞÅÇÏ.
äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ | ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ y = sinx ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:

y"(x) + y(x) = 0; (1)

y(0) = 0; (2)
y′(0) = 1: (3)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) | ÜÔÏ ÔÏÖÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÁË ÞÔÏ É ÜÔÏÔ
ÓÐÏÓÏÂ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ. ëÓÔÁÔÉ, ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) ÎÁ

y′(0) = 2 (4)

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y = Sinx (= 2 sinx), ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÅ \ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ
ÐÒÅÄÅÌ" ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË

lim
x→0

Sin x
x = 2:

åÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ éÌØÉÎÁ-
ðÏÚÎÑËÁ [3] É ûÉÌÏ×Á [1], Á ÔÁËÖÅ éÌØÉÎÁ, óÁÄÏ×ÎÉÞÅÇÏ É óÅÎÄÏ×Á [4], ËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÔ-
ÍÅÞÁÀÔ, ÞÔÏ \ÂÅÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
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×ÁÖÎÅÊÛÅÇÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ" É ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÉ-
ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ÐÁÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É g(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

f(x+ y) = f(x)g(y) + g(x)f(y); g(x+ y) = g(x)g(y)− f(x)f(y); f2(x) + g2(x) = 1; (5)

f(0) = 0; g(0) = 1; f(�2 ) = 1; g(�2 ) = 0; (6)

ÅÓÌÉ 0 < x < �
2 ; ÔÏ 0 < f(x) < x < f(x)

g(x) : (7)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÔØÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÏÖÅ ÚÁ-
ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = sinx. íÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ×ÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏÄ
ÞÉÓÌÏÍ � × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÏÖÎÙÊ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÐÒÏÓ.
åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÎÏ×Á ÐÏÐÁÄÁÅÍ × ÔÏÔ ÖÅ
ÓÁÍÙÊ ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ É ÄÌÉÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÅÓÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÑÄÏ×, ÔÏ ÐÒÑÍÏ ÉÌÉ
ËÏÓ×ÅÎÎÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = sinx.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÐÒÏÓ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔ, ËÁË ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÀÔ × ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ×ÕÚÁÈ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÇÏ
ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.

÷ÙÄÁ×ÁÔØ ÖÅ ÚÁ \ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï" ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Ñ×ÎÏ ÎÅ Ë ÌÉÃÕ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÙÈÏÄÙ ÉÚ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ
×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÎÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ÄÅÔÁÌÉ.

äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ~r = ~r(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÔÏ |d~rds | = 1, ÇÄÅ ds | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ
ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ2:

{ x = t
y = ±√1− t2:

äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ AB ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:
1∫

x

√
1 + t2

1− t2dt =
1∫

x

dt√
1− t2

dt;

Á ÄÌÉÎÁ ÈÏÒÄÙ AB ÒÁ×ÎÁ
√

2− 2x. ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ3

lim
x→1

√
2− 2x

1∫
x

dt√
1−t2dt

= lim
x→1

−1√
2
√

1−x
−1√
1−x2

= lim
x→1

√
1 + x√

2
= 1:

úÄÅÓØ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÒÁ×ÉÌÁ ìÏÐÉÔÁÌÑ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÕ-
ÖÄÁÅÔÓÑ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É
ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØÓÑ × ËÕÒÓÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁ-
ÌÉÚÁ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÍ.

á ÔÅÐÅÒØ ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ.
2óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÃÅ×ÙÈ

ÔÏÞÅË t = ±1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′(t) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
3÷ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ Ë ÄÌÉÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ ÅÅ ÈÏÒÄÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÐÅÒ×ÏÍÕ

ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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÷ÏÚÎÉËÛÉÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÉÎÕÓ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÁÄÉÁÎÎÏÊ ÍÅÒÅ ÕÇÌÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÄÌÉÎÅ ËÒÉ×ÏÊ, Á ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ,
× Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÅÌÁ ÄÌÉÎ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ! ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ s ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

s := lim
n→∞ 2n sin s

2n;

ÏÔËÕÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ x = s
2n , ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

lim
x→0

sinx
x := 1:

ôÁË ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÚÁÌÏÖÅÎ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = sinx
ËÁË ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁÄÁÎÉÑ, ÔÁË É ÐÒÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.
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ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ
(ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ, ÎÁÞÁÔÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ. ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ
ÔÅËÓÔÕ ×ÙÎÅÓÅÎÙ × ËÏÎÅÃ | × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÓÔÁÔØÉ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

§5. îÉÞÔÏ ÎÅ ÎÏ×Ï ÐÏÄ ÌÕÎÏÊ

5.1. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ É çÁ×ÒÉÌÀËÁ
úÁÂÏÔÙ Á×ÔÏÒÏ× (ÓÏÚÉÄÁÔÅÌÅÊ)1 ÞÅÇÏ-ÌÉÂÏ Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÁÈ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÐÏÒÏÀ, ÍÑÇ-

ËÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÂÁ×ÎÏ2 É ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÎÑÔÎÙ ÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ É ÄÁÌÅËÏÍÕ ÏÔ ÜÔÉÈ ÄÅÌ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÀ3.
ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÍ, Á×ÔÏÒÁÍ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÞÅÇÏ-ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ. îÕ, É Ñ, ÓÏ Ó×ÏÉÍ, ÈÏÔØ

É ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ, ËÁË ÎÉ ËÒÕÔÉ, ÏÔËÒÙÔÉÅÍ, ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ | É ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ
ÎÁ×ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÐÒÁ×ËÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÓÁÍÙÅ ÐÏÎÁÞÁÌÕ ÒÁÄÕÖÎÙÅ É ÏÐÔÉ-
ÍÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÍÎÏÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÎÉ × ËÁËÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ
ÍÎÅ ËÎÉÖËÁÈ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÎÅ ÂÕÄÕ �ÏÇÌÁÛÁÔØ ×ÅÓØ ÓÐÉÓÏË� | ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÕ,
ÞÔÏ ÓÏÂÒÁÌ, ÚÁ ÐÁÒÕ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÊ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÕÀ É ÎÅÐÌÏÈÕÀ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÂÌÉÏ-
ÔÅËÕ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÏ×ÉÚÎÕ ×ÓÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉ ÔÁËÉÅ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÜËÓÐÅÒÔÙ, ËÁË
á. ÷. áËÏÐÑÎ, á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ, ä. ð. íÁ×ÌÏ É ä. ÷. ðÒÏËÏÐÅÎËÏ.

âÙÌÏ ÅÝ£ �É × ÔÒÅÔØÉÈ� | ÎÅËÏÅ �ËÏÓ×ÅÎÎÏÅ� Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï4 × ÐÏÌØÚÕ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂ-
ÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÀÓØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛÁÔØ ÞÉ-
ÔÁÔÅÌÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, × ÎÁÛÅÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÒÏÄÅ ÂÙ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ.

ïÓÅÎØÀ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÇÏÄÁ ä. ð. íÁ×ÌÏ ÐÏ×ÅÄÁÌ ÍÎÅ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ó íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ-2008, ÐÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÊ × íÁÄÒÉÄÅ. ÷ÏÔ Å£ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:

ðÕÓÔØ î | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ5 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ �á Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÷ó É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ î, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó × ÔÏÞËÁÈ á1; á2. ôÏÞËÉ
÷1; ÷2; ó1; ó2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ á1; á2; ÷1, ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (áÎÄÒÅÊ çÁ×ÒÉÌÀË, òÏÓÓÉÑ).

éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÜÔÁ, ÞÔÏ ÇÒÅÈÁ ÔÁÉÔØ, ÐÒÉÛÌÁÓØ ÍÎÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ-ÔÏ ÐÏ ÄÕÛÅ | ×ÅÄØ ÉÚ ÎÅ£ ËÁË ÂÕÄÔÏ
ÂÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ, ÞÔÏ ÓÏÔ×ÏÒÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ6 | ÓÏÂÙÔÉÅ ÎÅ ÔÁËÏÅ ÕÖ É ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ,
×ÐÏÌÎÅ ÓÅÂÅ ÚÁÕÒÑÄÎÏÅ. ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÁÑ, ÞÔÏ ÌÉ, ÒÅ×ÎÏÓÔØ ×ÚÙÇÒÁÌÁ7, ÅÓÌÉ ÎÅ ÈÕÖÅ | ÇÏÒÄÙÎÑ.

ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÛÅÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ ÄÅÖÁ×À | ÇÄÅ-ÔÏ ÍÎÅ ÕÖÅ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏ-
ÄÏÂÎÏÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ!

óÐÕÓÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÕÄÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ: × ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÏÊ ËÎÉÖËÅ èÏÎÓÂÅÒÇÅÒÁ
[8]. ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Å£ ÇÌÁ× ËÁË ÒÁÚ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ, ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ
ËÏÔÏÒÙÈ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ8.

ôÅÏÒÅÍÁ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÏÂ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ.
ðÕÓÔØ P; Pl | ÐÁÒÁ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁá÷ó, É PaPbPc,

PlaPlbPlc | ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ9, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ ò (Ô. Å. × ÔÏÞËÁÈ Pa; Pb; Pc) É ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ Pl É ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÷ó;óá;á÷ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: A1; A2; B1; B2; C1; C2. ôÏÇÄÁ ×Ó£ ÜÔÉ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ P . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ ÔÏÞËÉ P ↔ Pl | ÐÏÌÕÞÉÍ ÛÅÓÔØ ÔÏ-
ÞÅË A1l; A2l; B1l; B2l; C1l; C2l, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ Pl. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓ10, ÒÉÓ. 1.
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òÉÓ. 1

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ï É î ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ (ÓÍ. [1],[2] [3] { ÚÁÄÁÞÁ 2.1), ÔÏ, ËÁË ×É-
ÄÉÍ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ çÁ×ÒÉÌÀËÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÏÄÎÁ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ
ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË (×ÅÄØ ÐÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï × ÔÏÞÎÏÓÔÉ É ÅÓÔØ
ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á0÷0ó0 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó), ÒÉÓ. 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ ÐÏÄËÕÐÁÅÔ Ó×ÏÊ ÎÅÖÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÙ
ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÚÄÅÓØ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ.

ðÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÐÁÒÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.
ìÅÍÍÁ 1 (ÏÂ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ.[3], ÚÁÄÁÞÁ 5.125 Á)), ÒÉÓ. 3.
ðÕÓÔØ P; Pl | ÐÁÒÁ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, É

PaPbPc, PlaPlbPlc | ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ
Pa; Pb; Pc; Pla ; Plb ; Plc ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ O′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ
PPl.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ò ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò . äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Pl ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ, ÐÒÉÞÅÍ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ
ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò ([2], [3] | ÚÁÄÁÞÉ 5.113, 5.115). íÏÖÎÏ ÄÁÌÅÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅ-
ÎÉÉ ÔÏÞËÉ P ′ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
P ′, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �×ÙÒÏÄÉÔØÓÑ� × ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ ò , ÒÉÓ. 4.



12 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

òÉÓ. 2
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òÉÓ. 4

ìÅÍÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ). íÅÄÉÁÎÁ AA1, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ) Ë ÓÔÏÒÏÎÅ ÷ó
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 4m2

a = 2b2+2c2−a2 (ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ä×ÁÖÄÙ: Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ AA1B É AA1C, Á
ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÓËÌÀÞÉÔØ cos ∠AA1B = − cos ∠AA1C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ äÒÏÚ-æÁÒÎÉ.

òÉÓ. 5

ðÕÓÔØ d = PPl | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÒÉÓ. 5, Á � =



14 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

O′Pa | ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÐÅÄÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ
1).

ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, PaPl = PaA1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÕ PPaA1, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: PA2

1 = PP 2
a +PaA2

1 = PP 2
a +PaP 2

l . ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÉÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ
(ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ PaPPl É ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎÙ PaO′), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �2 = PaO′2 = (2PP 2

a + 2PaP 2
l −

PP 2
l )=4 ⇒ 2�2 = PP 2

a + PaP 2
l − 1

2PP 2
l ⇒ 2� = PA2

1 − d2
2 ⇒ PA1 =

√
2�2 + 1

2d2 = const. ðÏÎÑÔÎÏ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ A1 ÓÔÏÑÌÁ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË A2; B1; B2; C1; C2 | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙ ÎÅ ÉÚÍÅ-
ÎÉÌÓÑ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÂÙ ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ ò ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË A1; A2; B1; B2; C1; C2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ò É ÒÁÄÉÕ-
ÓÁ R′ =

√
2�2 + 1

2d2. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ A1l; A2l; B1l; B2l; C1l; C2l
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ Pl É ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ.

5.2. ÷ ÐÏÉÓËÁÈ ÕÔÒÁÞÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
éÔÁË, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÁÑ ÍÎÏÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÓÕÄÑ ÐÏ ×ÓÅÍÕ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÊ. îÏ

ÛÉÂËÏ ×ÅÓÅÌÉÔØÓÑ É ×ÐÁÄÁÔØ × ÒÁÚÎÕÀ ÐÒÏÞÕÀ ÜÊÆÏÒÉÀ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÍÅÛÁÌÉ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÓÔ×Á.

÷Ï | ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÐÏËÁ ÞÔÏ11 ÚÁËÌÀÞÁÌÏÓØ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, �ÓÐÁÓÉÂÏ, ÞÔÏ ÔÙ ÅÓÔØ�, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ | ÎÏ
×Ó£ ÖÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÂÕÄÕÝÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× É ÚÁÄÁÞÎÉËÏ× ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,
ÏÄÎÏÇÏ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÜÔÏ ÎÉ ÐÒÉÓËÏÒÂÎÏ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ×Ó£ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ�), Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ ÌÀÂÉÔÅÌÑ
É ÃÅÎÉÔÅÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÇÏÄÉÌÏÓØ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ,
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉÒÏÄÅ | Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÉËÁË ÎÅ ×ÓËÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÔÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ.

ïËÏÌÏ ÍÅÓÑÃÁ ÕÛÌÏ ÎÁ ÐÏÐÙÔËÉ, × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ, ÂÅÓÐÌÏÄÎÙÅ | ÐÏÓÔÉÞØ ÜÔÕ ÓÁÍÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ
ÚÁÄÁÞÉ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ, | ÒÁÚÂÁ×ÉÔØ ÓÐÌÏÛÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÁÂÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓ-
Ô×ÏÒÏÍ. ïÐÉÛÕ ×ËÒÁÔÃÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ.

òÉÓ. 6

÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ × §2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË: Cb; Ab; Bc; Ac; Bc; Ac; Ba, Ca É
Ba; Ca; Cb; Ab, ÒÉÓ. 6. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË Cb; Ab; Bc; Ac; Ba; Ca ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ, É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
ÞÅÔ×ÅÒËÁÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.
ëÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÉÚ ÔÒÅÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ) ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÈÏÒÄÕ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ-

ÎÕÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ôÏ ÅÓÔØ,
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ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÉ 3.58,
3.59) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÔÒÅÈ ÐÏÐÁÒÎÏ
ÎÅËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÃÅÎÔÒÙ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ | Ô. Å. ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ) |
Ô.Î. ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍ ÃÅÎÔÒÅ ÔÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÁ 3.60). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ |
ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ.
á ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ (ÃÅÌÙÈ Ä×Å), ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÓÔÏ-
ÎÁÐÒÏÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ×ÓÅ ÔÒÉ, É ÔÏÞËÉ Cb; Ab; Bc; Ac,Ba; Ca | ËÏÃÉËÌÉÞÎÙ.
÷ÏÔ É ×ÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÚÄÅÓØ �ÎÁÒÙÔØ�.

á ÄÁÌÅÅ, × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÏÊ X194 (ÔÁË ËÁË ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÒÏÊÄÕÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ). é
ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁË-ÔÏ ÅÝ£ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÔÕ.

íÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÞÅÔÏÍ �ÐÒÏÂÉÔØ� ×Ó£ ÜÔÏ, ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÉ ÍÁÌÅÊÛÉÈ ÚÁÔÒÕÄÎÅ-
ÎÉÊ | ÐÒÉÞ£Í ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÕÖÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ �ÔÁÊÎÙÈ� ÚÎÁÎÉÊ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ
ÔÏÌØËÏ ÕÚËÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÌÉÃ: ×ÒÏÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ËÏÎÉËÉ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÂÁÒÉÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÌÀÂÏÊ ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ
ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÈÏÒÄ É Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÓÅËÕÝÅÊ12 (× ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÒÉ-
×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÉ 3.54{3.56)
ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÉÚÎÁË ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ ÐÏ ÕÇÌÕ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, Á ÚÁÔÅÍ | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÐÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÇÌÏ×, ÏÐÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË É Ó ×ÅÒÛÉ-
ÎÁÍÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ
ÄÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) | ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ �×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ� ËÏÎÉËÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ:





AAc ·ABc = AAb ·ACb
CCb · CAb = CCa · CBa
BBa ·BCa = BBc ·BAc

æÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞ-
ËÉ Cb; Ab; Bc; Ac,Ba; Ca ÄÅÌÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÞÅÒÅÚ
ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ò (É ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÈÌÏÐÏÔ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÕÀ ÎÁÍ ÐÏ §3 (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.4) ÃÅÐÏÞËÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ× :

(p+ r) (p+ q)
a2 = (q + p) (q + r)

b2 = (p+ r) (q + r)
c2

(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) .
÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, ÏÔÞÁÑ×ÛÉÓØ ×ÙÑ×ÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÔØ (ÞÉÔÁÊ �ÄÕÛÕ�!)13 ÏÂßÅËÔÁ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÉÌÁÍÉ, Ñ ÒÅÛÉÌÓÑ �×ÏÚÚ×ÁÔØ Ë ÎÁÒÏÄÕ� , Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÚÁ ÐÏÍÏÝØÀ Ë ÚÎÁÔÏËÁÍ. é
�. . . ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ ÔÏÇÄÁ ÉÚÕÍÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÓÛÅÓÔ×ÉÑ. á ËÁËÉÅ | ÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÕÎËÔÙ. . . � 14.

5.3. ÷ÏÔ ÜÔÏ ÓÀÒÐÒÉÚ!
óÐÅÒ×Á (ÐÏ ÓÏ×ÅÔÕ á. ÷. áËÏÐÑÎÁ) �ÚÁÐÏÓÔÉÌÓÑ� Ñ ÎÁ ÓÁÊÔÅ Art of Problem Solving (ÓÍ. [11]15,

Geometry Unsolved Problems, ÐÏÓÌÁÎÉÅ ÏÔ 08.11.2011), ÏÐÉÓÁ× ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ×ÅÄÕÝÕÀ Ë ÎÏ×ÏÊ (�as
I hope�) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÏÓÅÔÏ×Á× ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÔÙÓËÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ïÔ×ÅÔÁ ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ | ÈÏÔÑ ÓÁÍÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ É ÂÙÌÏ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÏ ÐÏÓÅÔÉÔÅÌÑÍÉ ÓÁÊÔÁ ÂÏÌÅÅ
150-ÔÉ ÒÁÚ16.

ôÏÇÄÁ ×ÅÓÔÏÞËÁ ÒÏ×ÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÂÙÌÁ ÏÔÏÓÌÁÎÁ çÉÁÃÉÎÔÁÍ17 (ÓÍ. [10] | message
# 20303).
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ôÕÔ-ÔÏ É ÓÔÒÑÓÌÏÓØ ÓÔÒÁÛÎÏÅ: ðÏÌØ à (Paul Yiu), ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅË-
ÔÒÏÎÎÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ Forum Geometricorum (ÓÍ. [12]), ÌÀÂÅÚÎÏ ÓÏÏÂÝÉÌ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ
ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ × ÍÏÅÍ ÐÉÓØÍÅ, ÂÙÌÁ ÏÔËÒÙÔÁ ÅÝ£ × 2002 ÇÏÄÕ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ âÅÒÎÁÒÄÏÍ
öÉÂÅÒÏÍ (Bernard Gibert) | ÓÍ. [10] | messages #20310, #5710.

þÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÏÔËÌÉËÎÕÌÓÑ É ÓÁÍ öÉÂÅÒ, ÕËÁÚÁ× ÅÝ£, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔ (ÓÍ. [10] | message #20311, [14])18.

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇÉ (ÄÌÑ ÍÅÎÑ | ÂÅÚÒÁÄÏÓÔÎÙÅ), öÁÎ-ðØÅÒ üÒÍÁÎÎ, ÎÅ ÂÅÚ ÀÍÏÒÁ19, ÚÁÍÅÔÉÌ:
�Dear Paul, Bernard, Alexei and other Hyacinthists, a good advice: before posting a message, we

must read carefully the complete works of Bernard. Friendly. Jean-Pierre�
([10] | message #20312)
á ðÏÌØ à ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÔÏÞËÕ (×ÂÉÌ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ Ç×ÏÚÄÉË):
�Sound advice from Pope20.� ([10] | message #20313).
äÁ, ÔÏ ÂÙÌ ÕÄÁÒ ÓÏËÒÕÛÉÔÅÌØÎÙÊ É ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÂÏÌÅÚÎÅÎÎÙÊ21! ëÁËÉÅ-ÔÏ, ÓÔÙÄÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,

\ÐÁÔÒÉÏÔÉÞÅÓËÉÅ" ÓÔÒÏÞËÉ ÚÁÍÅÌØËÁÌÉ ÄÁÖÅ ÔÏÇÄÁ × ÇÏÌÏ×Å:
| óËÁÖÉ-ËÁ, ÄÑÄÑ, ×ÅÄØ ÎÅ ÄÁÒÏÍ
íÏÓË×Á, ÓÐÁÌÅÎÎÁÑ ÐÏÖÁÒÏÍ,
æÒÁÎÃÕÚÕ ÏÔÄÁÎÁ?
îÕ, É Ô.Ð. 22.

5.4. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à
îÏ ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÇÒÕÚÉÔØÓÑ × ÄÅÐÒÅÓÓÉÀ23, ÐÏ ÉÎÅÒÃÉÉ ÐÏÓÌÁÌ Ñ ÚÁÐÒÏÓ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÅÝ£ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÎÅ ÍÏÅÊ (ÓÍ. [10], message # 20316) | ÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ,
ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÎÁ ÍÏÉÈ ÇÌÁÚÁÈ, × ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÌÅÔÁ ðÁ×ÌÏÍ äÏÌÇÉÒÅ×ÙÍ (× ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ðÁ×ÅÌ
| ÓÔÕÄÅÎÔ ÆÉÚÔÅÈÁ).

ôÁË ×ÏÔ, ÓÐÅÒ×Á äÏÌÇÉÒÅ×Õ ÕÄÁÌÏÓØ ×ÙÑ×ÉÔØ ÎÅËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (Ï ËÏÎÉËÁÈ äÏÌÇÉÒÅ×Á):

ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÙ á ÐÁÒÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÏÎÉËÅ24, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ ÷ó × ÔÏÞËÁÈ á1; á2. ôÏÞËÉ
÷1; ÷2; ó1; ó2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ á1; á2; ÷1; ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÒÉÓ. 7. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍ âÒÉÁÎÛÏÎÁ, þÅ×Ù É ëÁÒÎÏ | ÄÅÔÁÌÉ ÓÍ. × [13].

òÉÓ. 7

á ÚÁÔÅÍ, ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ (ÞÕ×ÓÔ×ÏÍ ÇÁÒÍÏÎÉÉ
ÉÌÉ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÇÏ; ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÓÁÍÏÍ ÛÉÒÏËÏÍ | ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ | ÓÍÙÓÌÅ), ðÁ×ÅÌ
ÚÁÐÏÄÏÚÒÉÌ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ25 ÐÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:

ðÕÓÔØ A′B′C ′ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË öÅÒÇÏÎÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (Ô. Å. ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ÷ÐÉÛÅÍ × ÜÔÏÔ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 17

Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
á1; á2; ÷1; ÷2; ó1; ó2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÞÅÒÔÅÖÉË × �öÉ×ÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÉ� ÜÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌ, ÒÉÓ.8.

òÉÓ. 8

á ÜËÓÐÒÅÓÓ-ÏÐÒÏÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÛÉÈ ËÒÕÐÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×26 ÐÏËÁÚÁÌ (ËÁË ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ É × ÍÏ-
£Í ÓÌÕÞÁÅ | ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÅÓÑÃÅÍ ÒÁÎØÛÅ), ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ | ÔÏ, ÐÏ-ÌÀÂÏÍÕ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍ.

éÔÁË, ÉÍÅÎÎÏ Ï ÎÅÊ Ñ É ÎÁÐÉÓÁÌ × çÉÁÃÉÎÔÙ. ðÏÞÔÉ ÓÒÁÚÕ ÏÔÏÚ×ÁÌÓÑ ÕÖÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÒÁ-
ÎÅÅ ðÏÌØ à. ïÎ ÕËÁÚÁÌ (ÓÍ. [10], message ## 20318, 20319), ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ27

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ O′I ′ (ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ (I ′) É ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ (O′ = I) ÏËÏÌÏ
A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ (ÓÍ. [3], ÚÁÄÁÞÁ 5.136) ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ öÅÒ-
ÇÏÎÎÁ A′′B′′C ′′ | ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C ′), ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË O′I ′ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ O′D

I′O =
(

r
r+r′

)2
=

(
R′

R′+r′
)2

, ÇÄÅ r = R′ | ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ A′B′C ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
(É ÏÎ ÖÅ | ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × á÷ó), Á r′ | ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × A′B′C ′ 28.

é, ÈÏÔÑ ÎÉËÁËÉÈ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒ É ÎÅ ÐÒÉ×£Ì29, ÉÚ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É ÔÏÎÁ ÅÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ×ÙÈÏÄÉÌÏ, ÞÔÏ ÚÁÔÒÏÎÕÔÁÑ ÔÅÍÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÁ×ÎÏ ÕÖÅ
ÎÅ ÏÔËÒÏ×ÅÎÉÅ.

á × ÐÏÓÌÁÎÉÉ #20321 (ÓÍ. [10]) ÎÅÕÇÏÍÏÎÎÙÊ ö.-ð.üÒÍÁÎÎ É ÓÀÄÁ ÐÒÉ×Î£Ó Ó×ÏÀ ÌÅÐÔÕ, ÐÒÉ-
×ÅÄÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÒÁÄÉÕÓ � ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à ÞÅÒÅÚ r = R′ É r′:

� =
R′2

√
(R′ + r′)2 + r′2
r′ (2R′ + r′) :

÷ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ, ËÒÏÀÔÓÑ É ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ ÏÂÅÝÁÀÝÅÍÕ ÂÙÔØ ÓÕÐÅÒÓÌÏÖÎÙÍ | É, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ÐÏÒÑÄËÉ
ÍÅÎÅÅ ÚÁÔÒÁÔÎÏÍÕ, ÞÅÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉ-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ30 (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ öÉÂÅÒÁ
| ÇÄÅ ×Ó£ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÒÏÂÏ-
×ÁÔØ Ó×ÏÉ ÓÉÌÙ, ÄÏËÁÚÁ× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ à É ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á× ×ÓÑËÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÚÄÅÓØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

5.5. äÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à
ïËÒÕÖÎÏÓÔØ äÏÌÇÉÒÅ×Á{à ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë Ô.Î. ÓÌÁÂÙÍ (weak) ÏÂßÅËÔÁÍ31 | ÜÔÏ

ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÂßÅËÔ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ É ÕÇÌÏ× ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÅÇÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÔ-
ÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÐÏ ÔÉÐÕ a → b →
→ c → a) É ÐÌÀÓ Ë ÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅ ÍÅÒÅ, ÔÒÉ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÐÏÓÔÁÓÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÑ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ × ÐÏÌØÚÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ (ÕÇÌÏ×). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É Å£ ÃÅÎÔÒ I (a : b : c) ×ËÕÐÅ Ó ÓÏÐÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÒÏÊËÏÊ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
(ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ä×ÕÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ) É ÉÈ ÃÅÎÔÒÏ× Ia (−a : b : c),
Ib (a : −b : c), Ic (a : b : −c).
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÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ äÏÌÇÉÒÅ×Á { à ÉÍÅÅÍ ÁÖ ÄÅ×ÑÔØ(!) Å£ ×ÁÒÉÁÃÉÊ32 | ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ 10
{ 12 ÎÉÖÅ (ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× | ÒÁÚ×Å ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ
ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÍ. ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9

òÉÓ. 10
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§6. þÁÑÎÎÁÑ ÒÁÄÏÓÔØ: ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÔÏÒÁÑ

÷ ÏÂÝÅÍ, ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÂÕÒÎÙÈ ÐÅÒÉÐÅÔÉÊ, ÏÖÉÄÁÅÍÏ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÔ×ÒÁÔÉÍÏ, ×ÚÑÌÉ
ÍÅÎÑ × ÏÂÏÒÏÔ ÈÁÎÄÒÁ, ÓÐÌÉÎ, ÚÅÌÅÎÁÑ ÔÏÓËÁ É ÐÒ. É ÐÒ. ðÒÑÍÏ ËÁË × ÏÄÎÏÊ ÄÕÛÅ×ÎÏÊ ÐÅÓÎÅ33

ÐÏÅÔÓÑ, ÏÄÏÌÅÌÉ ÕÐÁÄÏÞÎÙÅ ÎÁÓÔÒÏÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÓÐÕÓÔÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ÕÄÁÌÏÓØ ×Ó£ ÖÅ ×ÚÑÔØ
ÓÅÂÑ × ÒÕËÉ34.

ë ×ÅÌÉËÏÍÕ ÓÞÁÓÔØÀ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÚÁÐÁÓ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÂÙÌ ÉÓÞÅÒÐÁÎ ÎÅ
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ | ÎÁÛÌÁÓØ-ÔÁËÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÝ£ ÏÄÎÁ �ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ�!

á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÓÈÏÖÕÀ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × §1 (1.2), ËÏ-
ÔÏÒÁÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ôÅÊÌÏÒÁ | Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ × Å£ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÅ×ÉÁÎÙ ÍÅÓÔÁÍÉ? ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ Ca | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
÷ó É ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ó1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÞÅ×ÉÁÎÅ áá1, ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ × ÒÏÌÉ Ca |
ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÷ó É ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ó1 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÞÅ×ÉÁÎÅ ÷÷1 | É Ô.Ä.

éÄÅÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÊ | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÎÅ ÏÄÎÁ, Á ÃÅÌÙÈ
ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ! îÏ ÏÂÏ ×ÓÅÍ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ.

éÔÁË, ÔÅÐÅÒØ ÚÁ ÏÓÎÏ×Õ ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ:
ðÕÓÔØ ò | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, A1 ∈ (BC) ; B1 ∈ (CA) ; C1 ∈ (AB) - ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ á1 ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÞÅ×ÉÁÎÁÍ óó1 É ÷÷1 | É ÏÔÍÅÔÉÍ
ÔÏÞËÉ Ab; Ac ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ áó É á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÞËÉ Ba; Bc; Ca; Cb ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.1. ôÏÞËÉ Ab; Ac,Ba; Bc; Ca; Cb ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÒÉÓ. 13.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁÒÎÏ É ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÐÏ ÐÏÄÏÂÉÀ:

(BBa
C÷a

· BCaCCa

)
·
(CCb
ACb

· CAbAAb

)
·
(ABc
BBc

· AAcBAc

)
=

=
(÷B1
òB1

· òC1
óC1

)
·
(óC1
òC1

· òA1
áA1

)
·
(òB1
÷B1

· áA1
òA1

)
= 1:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ P = (p : q : r) 35. ôÏÇÄÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÍÙÈ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

Ba = (0 : −q : s) ; Bc = (s : −q : 0) ; Ca = (0 : s : −r) ;
Cb = (s : 0 : −r) ; Ab = (− : 0 : s) ; Ac = (−p : s : 0) ;

ÇÄÅ s = p+ q + r | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ ò .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ BBa
C÷a = ÷Bc

áBc = ÷B1
B1P . îÏ, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ, ÔÏÞËÁ ò Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË qB; (p+ r)B1. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ BP

B1P = p+r
q . úÎÁÞÉÔ, ÷B1

B1P = BP+B1P
B1P = 1 + p+r

q = p+q+r
q = s

q ⇒ Ba = (0 : −q : s) ; Bc =
(s : −q : 0). (úÎÁË �ÍÉÎÕÓ� × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ
ÏÔÒÅÚËÉ BC É ÷á ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ Ba É Bc × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
îÏ É ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÔÏÞÅË ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.
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äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÐÏ ÓÈÅÍÅ, ÁÐÒÏÂÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × §3.
÷ÎÁÞÁÌÅ ×Ù×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÂÁ-

ÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ36:

ux2 + vy2 + !z2 + 2fyz + 2gzx+ 2hxy = 0:

([6], [9])

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ba = (0 : −q : s), Bc =
(s : −q : 0) ; Ca = (0 : s : −r) ; Cb = (s : 0 : −r) ; Ab = (−p : 0 : s) ; Ac = (−p : s : 0), (ÇÄÅ s = p+ q + r
| ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ ò ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ:

u = 2rqs; v = 2prs; w = 2qps; f = p(s2 + qr); g = q(s2 + pr); h = r(s2 + pq):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÓÔÁ×É× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ 6-ÔÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ37: 




Ba : vq2 + ws2 − 2fqs = 0 (1)
Ca : vs2 + wr2 − 2frs = 0 (2)
Cb : us2 + wr2 − 2grs = 0 (3)
Ab : up2 + ws2 − 2gps = 0 (4)
Ac : up2 + vs2 − 2hps = 0 (5)
Bc : us2 + vq2 − 2hqs = 0 (6)
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éÚ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÉÍÅÅÍ:

v
(
q − s2

r

)
= !

(
r − s2

q

)
⇔ v

r
(
s2 − qr

)
= w
q

(
s2 − qr

)
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÌÉ v
r = w

q , ÉÌÉ s2 − qr = 0. ôÒÅÔØÅ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÅÄÅÔ Ë ×ÅÔ×ÌÅÎÉÀ
w
p = u

r ÉÌÉ s2 − rp = 0. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÑÔÏÅ É ÛÅÓÔÏÅ | u
q = v

pÉÌÉ s2 − pq = 0.
âÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÐÒÁ×ÙÅ� ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÁ. (òÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ

ÎÕÌÀ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × §7).
äÁÌÅÅ, × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ h = 1.38. ôÏÇÄÁ, ÐÏÄÓÔÁ×É×

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ v = p
qu × (5), ÐÏÌÕÞÉÍ: us2 + p

q q2u − 2sq = 0 ⇒ u = 2qs
pq+s2 . úÎÁÞÉÔ, w = p

r · u =
2pqs

r(pq+s2) ; v = r
qw = 2ps

pq+s2 . îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÙÝÅÍ f É g.
ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × (3) É (1) ÂÙÓÔÒÏ ×ÅÄÕÔ Ë ÃÅÌÉ:

2qsr · p2 + 2pqs · s2

(pq + s2)r = 2gps⇒ qp
qp+ s2 + qs2

r (pq + s2) = g ⇒ g = q
r
rp+ s2

pq + s2

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
f = p

r
qr + s2

pq + s2 :

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÉÈ ×ÓÅ ÎÁ
×ÅÌÉÞÉÎÕ k = pq + s2.

óÏÇÌÁÓÎÏ [6], ËÏÎÉËÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: v+w−2f

a2 = w+u−2g
b2 = u+v−2h

c2 = � ( 6= 0) 39.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.4. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
Ó ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ò = (p : q : r)) × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

p
(s− p) a2 = q

(s− q) b2 = r
(s− r) c2 ; ÇÄÅ s = p+ q + r:

(îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ.)
éÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ É × ×ÉÄÅ p

(q+r)a2 = q
(r+p)b2 = r

(p+q)c2 .
÷ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÖÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (Ô. Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ40 s = p+q+r = 1) ËÌÀÞÅ-

×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ41 p
(1−p)a2 = q

(1−q)b2 = r
(1−r)c2 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ

v + w − 2f = 2prs+ 2qps− 2p
(
qr + s2) = 2p

(
rs+ qs− qr − s2) = 2p (s (r + q − s)− qr) =

= 2p (−sp− qr) = −2p
(
qr + p2 + qp+ rp

)
=

= −2p (q (r + p) + p (r + p)) = −2p (q + p) (r + p) ;

É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÎÉËÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

−2p (q + p) (r + p)
a2 = −2q (r + q) (p+ q)

b2 = −2r (p+ r) (q + r)
c2 :

éÌÉ, ÐÏÄÅÌÉ× ×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ k = −2 (q + r) (r + p) (p+ q),
p

(q + r) a2 = q
(r + p) b2 = r

(p+ q) c2 :

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.5. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË á÷ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ (Ô.Å. ÔÁËÉÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÄÁÖÅ ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ),
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ÃÅÌÙÈ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !1; !2; !3, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ × åôó ([7]))
ÔÏÞËÁÍÉ P1; P2; P3, ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÄÅÓØ a; b; c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó): ÐÒÉ k = 1; 2; 3

Pk =
(
pk = 1

1 + p′k
: qk = 1

1 + q′k
: rk = 1

1 + r′k

)
;

ÇÄÅ

p′k = C
a2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)
; q′k = C

b2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
;

r′k = C
c2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)

É

C = 2√
3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2;

' = arcsin
(−8a2b2c2C−3) = arcsin

(
−3
√

3 a2b2c2

(a2b2 + b2c2 + c2a2)
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ P1; P3 ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, Á ÔÏÞËÁ P2 | ×ÎÕÔÒÉ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÁ P2 (ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !2, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÐÒÉÞÅÍ Å£ ÒÁÄÉÕÓ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ R2 =

√
13
2 R, Á

ÔÏÞËÉ P1; P3 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×Å ÔÏÞËÉ (× ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÁÅÔ

P2) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÒÅÔØÑ ÖÅ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ42.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

{ p
(1− p) a2 = q

(1− q) b2 = r
(1− r) c2 ; p+ q + r = 1:

òÁÚÄÅÌÉ× × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ p; q; r É ÏÓÕÝÅÓÔ×É×
ÚÁÍÅÎÙ p′ = 1

p − 1; q′ = 1
q − 1; r′ = 1

r − 1 ⇔
(
p = 1

1+p′ ; q = 1
1+q′ ; r = 1

1+r′
)

, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ
{

1
p′a2 = 1

q′b2 = 1
r′c2 ;

1
1+p′ + 1

1+q′ + 1
1+r′ = 1;

ÉÌÉ 



q′ = a2
b2 p′

r′ = a2
c2 p′

(1 + p′) (1 + q′) (1 + r′) = (1 + q′) (1 + r′) + (1 + p′) (1 + r′) + (1 + p′) (1 + q′):
äÁÌÅÅ, ÐÏÄÓÔÁ×É× ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÔÒÅÔØÅ É ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁ× ×ÓÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ43, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ44

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0:

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [4]), ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ËÕ-
ÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ45 t3 + dt + l = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ � = d3

27 + l2
4 , Á

ÉÍÅÎÎÏ:
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• ÅÓÌÉ � < 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ;

• ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ É Ä×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
(Ô. Å. ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ËÏÒÎÀ
ËÒÁÔÎÏÓÔÉ Ä×Á, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ);

• ÅÓÌÉ � > 0 | ÏÄÉÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ).

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ � = −4d3+27l2
27·4 =

(
27 · 4 · b4c4a8 − 4(a2b2+b2c2+c2a2)3

a12

)
=(27 ·4) É ÅÇÏ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÚÎÁËÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �′ = 27a4b4c4 − (
a2b2 + b2c2 + c2a2)3.

îÏ, ÅÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ
É ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x = a2b2; y = b2c2; z = c2a2, ÔÏ
3√xyz ≤ x+y+z

3 ⇔ 27xyz ≤ (x+ y + z)3 ⇔ �′ = 27a4b4c4 − (
a2b2 + b2c2 + c2a2)3 ≤ 0, ÐÒÉÞÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x = y = z ⇔ a2b2 = b2c2 = c2a2 ⇔ a2 = b2 = c2 ⇔
a = b = c, Ô. Å. ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÒÉÓ.
14.

òÉÓ. 14

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ p′3 − p′
(
a2b2+b2c2+c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

p′3 − 3p′ − 2 = 0 ⇔ (
p′ − 2

) (
p′ + 1

)2 = 0;

Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ {
q′ = a2

b2 p′
r′ = a2

c2 p′
|
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ÐÒÏÓÔÏ ËÁË {
q′ = p′
r′ = p′

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÀ p′ = q′ = r′ = −1 ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ �Ä×ÁÖÄÙ� ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, Á ÓÌÕÞÁÀ p′ = q′ = r′ | ÔÏÞËÁ P Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(1
3 : 1

3 : 1
3
)
, Ô. Å. ÃÅÎÔÒ(ÏÉÄ) ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÁÄÉÕÓ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ðÉÆÁÇÏÒÁ:

�2 = a2 +
(R

2

)2
=

(√
3R

)2
+ R2

4 = 13
4 R

2:

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ � < 0. ëÕ-
ÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÔØ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ò

(
p = 1

1+p′ ; q = 1
1+q′ ; r = 1

1+r′
)

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.
ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p′ = −1. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0;

ÐÏÌÕÞÉÍ:

−1 + a2b2 + b2c2 + c2a2

a4 − 2b
2c2

a4 = 0 ⇔ −1 + b2
a2 + b2

a2 ·
c2

a2 − 2 b
2

a2 ·
c2

a2 = 0:

ðÏÌÏÖÉÍ u = b2
a2 ; v = c2

a2 . ôÏÇÄÁ −1+u+uv+v−2uv = 0 ⇔ uv−u−v+1 = 0 ⇔ u (v − 1)−(v − 1) =
0 ⇔ (v − 1) (u− 1) = 0.

úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ a = c. éÔÁË, ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ × ÎÕÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ
ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a = b. (îÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-
ÎÉÊ). ôÏÇÄÁ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, q′ = a2

b2 p′ = p′, Ô. Å. ÔÏÞËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ
ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
ÐÏÌÕÞÉÍ

p′3 − p
(

1 + 2 c
2

a2

)
− 2 c

2

a2 = 0 ⇔ (
p′ + 1

) (
p2 − p− 2 c

2

a2

)
= 0:

ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÅ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É
ËÁË ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ Ä×Å �ÏÂÙÞÎÙÅ� ÔÏÞËÉ ò ′; ò ′′, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ËÓÔÁ-
ÔÉ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ | ËÁË
É ×ÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). åÓÌÉ ÖÅ p′ = q′ = −1, ÔÏÞËÁ ò , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
ÜÔÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÉÍÅÅÔ, ÕÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(
1
0 : 1

0 : 1
1−a2

c2

)
. îÁ ÎÕÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, É

ÎÕÖÎÏ ÞÔÏ-ÔÏ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÌÁÔØ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÅÊ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ôÏÌØËÏ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ! òÅÞØ ÉÄÅÔ ×ÏÔ Ï ÞÅÍ:
ÏÄÎÏ ÄÅÌÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÍ ÔÒÏÊËÕ

( 1
x : 1

x : 1
c
)
. ôÏÇÄÁ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÎÁ x, É ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ x→ 0,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÏÊËÕ (1 : 1 : 0). äÒÕÇÏÅ ÖÅ | ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(

1
x : 1

−x : 1
c

)
. ôÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔÏÍ

ÂÕÄÅÔ (1 : −1 : 0). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ
p′ → −1; q′ → −1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ (É ÜÔÏ-ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÉ ×ÄÏÌØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ×ÅÄØ ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÂÉ×ÛÅÍÕ ÏÓËÏÍÉÎÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÐÉÛÅÍ ÅÝÅ É ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ q′:

p′3 − p′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

a4

)
− 2b2c2

a4 = 0 É q′3 − q′
(a2b2 + b2c2 + c2a2

b4
)
− 2a2c2

b4 = 0:
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éÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ,

p′3 − p′
( b2
a2 + b2

a2 ·
c2

a2 + c2

a2

)
− 2 b

2

a2 ·
c2

a2 = 0 É q′3 − q′
(a2

b2 + a2

b2 ·
c2

b2 + c2

b2
)
− 2a

2

b2 ·
c2

b2 = 0:

îÁÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÁÌÅÅ ××ÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ f (x) = x3−x (u+ v + uv)−2uv. ôÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ up = b2

a2 ; vp = c2
a2 , Á ×ÔÏÒÏÍÕ | uq = a2

b2 ; vq = c2
b2 . ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ f (−1) = u + v −

1 − uv = (u− 1) (1− v). ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÂÌÉÚÉ -1 ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ 1 − vp É 1 − vq ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁËÉ (É ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Ô.Ë. c 6= a). ôÏÇÄÁ p′ → −1 ⇔ up → 1 É q′ → −1 ⇔
uq → 1. îÏ ÅÓÌÉ up → 1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ up > 1(Ô. Å. b2

a2 > 1,Ô. Å. b > a) ÔÏ uq ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ËÁË ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÓÎÉÚÕ�, Ô. Å. ÐÒÉ uq → 1 ÔÏÇÄÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ uq = a2

b2 < 1.
éÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p′ → −1 �Ó×ÅÒÈÕ�, ÔÏ q′ → −1 �ÓÎÉÚÕ�, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. á
ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ×ÔÏÒÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ×ÅÄÕÝÁÑ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÉÓ. 15.

òÉÓ. 15

éÓÓÌÅÄÏ×Á×, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÎÏÓÔÏ-
ÒÏÎÎÉÍ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË Pk ÐÏÌÕÞÉÍ, ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×É× ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ:

åÓÌÉ t3 + dt+ l = 0 É � < 0, ÔÏ

t =
√
−4d

3 sin('+ 2� (k − 1)
3 ); k = 1; 2; 3; ÇÄÅ ' = arcsin

(
9l

4d2

√
−4d

3

)
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(ÓÍ. [4]). îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÛÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ
ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ.

Pk =
(
pk = 1

1 + p′k
: qk = 1

1 + q′k
: rk = 1

1 + r′k

)
;

ÇÄÅ
p′k = C

a2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
; q′k = C

b2 sin
('+ 2� (k − 1)

3

)
;

r′k = C
c2 sin

('+ 2� (k − 1)
3

)
; k = 1; 2; 3

É

C = 2√
3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2;

' = arcsin
(−8a2b2c2C−3) = arcsin

(
−3
√

3 a2b2c2

(a2b2 + b2c2 + c2a2)
√
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
:

çÒÕÂÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÕÇÌÏ× É ÉÈ ÓÉÎÕÓÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ:

'1 ∈
(
−�6 ; 0

)
⇒ sin'1 ∈

(
−1

2 ; 0
)
; '2 ∈

(�
2 ;

2�
3

)
⇒ sin'2 ∈

(√
3

2 ; 1
)
;

'3 ∈
(�

2 ;
2�
3

)
⇒ sin'3 ∈

(
−
√

3
2 ;−1

2

)
:

óÒÁÚÕ ÔÅÐÅÒØ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ P2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Ô. Å. ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÎÕÔÒÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÁ 1 | Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P1 É
P3 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-
ÎÕ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓËÌÀÞÉ× ÓÌÕÞÁÊ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÔÒÏÊËÉ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ×ÅÄÕÔ Ë �ÚÁÇÒÁÎÉÞÎÙÍ� ÔÏÞËÁÍ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ
ÄÌÉÎ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a < b < c.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞËÏÊ P1. ÷×ÉÄÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÉÎÕÓÁ, ÃÅÌÉËÏÍ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÔÒÏÊËÁ p′1; q′1; r′1. åÝÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p1 + q1 = 1 − 1

1+r′1
= r′1

1+r′1
. úÄÅÓØ

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ r′1 > −1 | ×ÅÄØ ÔÏÇÄÁ p1 + q1 = r′1
1+r′1

< 0 É ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ.

ïÄÎÁËÏ r′1 = C
c2 sin'1,C = 2√

3
√
a2b2 + b2c2 + c2a2 ⇒ ó

Ó2 = 2√
3

√
a2
c2 · b

2
c2 + b2

c2 + a2
c2 . ðÏÓËÏÌØËÕ

ËÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ ó
Ó2 < 2. á ÔÁË ËÁË − sin'1 < 1

2 ,
ÔÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÏÂÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ −r′1 < 1 ⇔ r′1 > −1.

é, ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË, ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó P3. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p′3 < −1 É ÉÓËÏÍÏÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÂÕÄÅÔ p3 = 1

p′3+1 . îÕ, × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: p′3 = C
a2 sin'3, ó

a2 =

= 2√
3

√
c2
a2 · b2a2 + b2

a2 + c2
a2 . úÄÅÓØ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÇÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ó
a2 > 2. á ÐÏÓËÏÌØËÕ − sin'3 > 1

2 , ÔÏ −p′3 > 1 ⇔ p′3 < 1.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË ×ÉÄÉÍ, ' = −�

2 É ÎÁÛÉ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÄÁÀÔ ÔÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ: ò1 = ò2 = ò3 = G (1 : 1 : 1). íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÐÒÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÎÅÅ ÃÅÎÔÒÏÉÄ É Ä×Å ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÌÉÚÏË Ë ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ,
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ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÌÉÚËÉ Ë ÔÒÏÊËÅ
( 1
x : 1

x : 1
x
)
, ÇÄÅ x- ÍÁÌÏ? ÷ÅÄØ ÅÓÌÉ

ÔÁË, ÔÏ, ÕÍÎÏÖÉ× ×ÓÀ ÔÒÏÊËÕ ÎÁ x, × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G (1 : 1 : 1). ôÁË-ÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ,
ÏÎÏ ÔÁË, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ | ÐÒÉ ÎÉÞÔÏÖÎÏÍ �ÛÅ×ÅÌÅÎÉÉ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÏÔ
ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ.

ôÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÅ ×Ó£ ÖÅ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÏÓÔÉ × ÏÓÏÂÙÊ, ÇÄÅ ÏÂÝÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ.

÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ × ÓÉÌÅ (� < 0 ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÅ-
ÄÒÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×!). ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÏÔÐÒÁ×ÉÔØÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÕ, ËÁË ÔÏÞËÁ ò1, ÔÁË É ÔÏÞËÁ ò3 (ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏ!), × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÌÉÎ
ÓÔÏÒÏÎ ÉÌÉ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ46. á ×ÏÔ ÔÏÞËÁ ò2 ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÒÉÓ. 16 { 17.

òÉÓ. 16
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òÉÓ. 17

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÆÏÔÏÐÏÒÔÒÅÔÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÐÅÒÓÏÎÁÖÅÊ: óÏÌÏ | ÒÉÓÕÎËÉ
18 { 20.

òÉÓ. 18
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òÉÓ. 19



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 31

òÉÓ. 20

óÅÍÅÊÎÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ × ÉÎÔÅÒØÅÒÅ | ÒÉÓÕÎÏË 21.

òÉÓ. 21

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÖÅ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÏÄÎÉÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.7. ëÏÎÉËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ G, ÅÓÔØ ÜÌ-
ÌÉÐÓ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ47. ãÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ G,
Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k =

√
13
2 .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ. áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÊ, ÒÉÓ. 22. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÓÍ. [1] É [3], ÇÌÁ×Á 29) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÙÈ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ (ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ) ÐÒÑÍÏÊ |
ÃÅÎÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÄÁÎÎÏÇÏ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | × ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÕ | × ËÏÎÉËÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÏÎÉËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÁ
(ËÁË × ÕÓÌÏ×ÉÉ) ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÜÌÌÉÐÓÕ ûÔÅÊÎÅÒÁ48. ¤

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÜÌÌÉÐÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÍÐÁÔÉÞÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ÷ ÓÁ-
ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁ×É× ÅÄÉÎÉÃÙ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

3x2 + 3y2 + 3z2 + 10yz + 10zx+ 10xy = 0 ⇔ 4 (yz + zx+ xy) + 3 (x+ y + z)2 = 0:

÷ÐÒÏÞÅÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÉÍÐÁÔÉÞÎÅÅ ÂÕÄÅÔ: xy+yz+zx =
0, ÓÍ. [10]49.

òÉÓ. 22

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ
1 ôÝÅÔÎÏ, ÈÕÄÏÖÎÉË, ÔÙ ÍÎÉÛØ, ÞÔÏ Ô×ÏÒÅÎÉÊ Ó×ÏÉÈ ÔÙ ÓÏÚÄÁÔÅÌØ!
÷ÅÞÎÏ ÎÏÓÉÌÉÓØ ÏÎÉ ÎÁÄ ÚÅÍÌÅÀ, ÎÅÚÒÉÍÙÅ ÏËÕ.
(áÌÅËÓÅÊ ë. ôÏÌÓÔÏÊ.)
2 ïÄÉÎ ÔÏÌØËÏ, ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ, �ÂÅÚÏÂÒÁÚÎÙÊ ÓÐÏÒ, ÒÁÚÇÏÒÅ×ÛÉÊÓÑ ÍÅÖÄÕ îØÀÔÏ-

ÎÏÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ� ÞÅÇÏ ÓÔÏÉÔ! (×ÅÓØÍÁ ÎÅÌÉÃÅÐÒÉÑÔÎÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [18]).
3 é ÏÂÌÉË ËÁÖÄÏÊ ÓËÌÁÄËÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÔ,
þÅÍ ÏÎ ÖÉ×£Ô. á ÄÌÑ ÞÅÇÏ × ÉÔÏÇÅ?
éÚ-ÚÁ çÅËÕÂÙ!
þÔÏ ÏÎ çÅËÕÂÅ? þÔÏ ÅÍÕ çÅËÕÂÁ?
á ÏÎ ÒÙÄÁÅÔ.
(÷ÉÌØÑÍ ûÅËÓÐÉÒ. çÁÍÌÅÔ, ÐÒÉÎÃ ÄÁÔÓËÉÊ. ðÅÒÅ×ÏÄ â. ðÁÓÔÅÒÎÁËÁ.)
4 ÷ ÄÕÈÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ çÅÍÐÅÌÑ.
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| ðÏ ÍÎÅÎÉÀ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ëÁÒÌÁ çÅÍÐÅÌÑ, ÒÙÖÁÑ ËÏÒÏ×Á Õ×ÅÌÉÞÉ-
×ÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÏÒÏÎÙ ÞÅÒÎÙÅ (ÓÍ. [19]).

5 ôÁË × ÔÅËÓÔÅ. îÏ ÜÔÏ | ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ, ËÁË Õ×ÉÄÉÍ
ÄÁÌÅÅ, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

6 éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÓÔÒÏÇÉÊ ÏÔ-
ÂÏÒ. ëÏÍÐÅÔÅÎÔÎÏÅ É ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÖÀÒÉ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÜÓÔÅÔÉ-
ÞÅÓËÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ É ÎÏ×ÉÚÎÕ.

7 �îÏ×ÙÊ çÏÇÏÌØ Ñ×ÉÌÓÑ!� | ÚÁËÒÉÞÁÌ îÅËÒÁÓÏ×, ×ÈÏÄÑ Ë ÎÅÍÕ Ó �âÅÄÎÙÍÉ ÌÀÄØÍÉ�. | �õ
×ÁÓ çÏÇÏÌÉ-ÔÏ ËÁË ÇÒÉÂÙ ÒÁÓÔÕÔ�, | ÓÔÒÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÌ ÅÍÕ âÅÌÉÎÓËÉÊ, ÎÏ ÒÕËÏÐÉÓØ ×ÚÑÌ.

(æÅÄÏÒ äÏÓÔÏÅ×ÓËÉÊ. äÎÅ×ÎÉË ÐÉÓÁÔÅÌÑ.)
8 ðÅÒÅÌÉÓÔÙ×ÁÑ ÎÁ ÄÎÑÈ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÃÉÔÉÒÕÅÍÕÀ × ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ ËÎÉÖËÕ [17], Ñ ÎÁ-

ÔËÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÉÈ É ÔÁÍ.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ çÁ×ÒÉÌÀËÁ ÖÀÒÉ

ííï ÓÌÅÇËÁ ÏÐÌÏÛÁÌÏ (É ÎÁ ÜËÓÐÅÒÔÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÒÕÈÁ! é ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÞÉÎÉÔÅÌÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÚÁÓÔÒÁÈÏ×ÁÎ ÏÔ ÎÅ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ ÒÁÎÅÅ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÅÝÅÊ | ÉÂÏ ÔÅÚÉÓ
ëÏÚØÍÙ ðÒÕÔËÏ×Á �ÎÅÌØÚÑ ÏÂßÑÔØ ÎÅÏÂßÑÔÎÏÅ!� ÎÉËÔÏ ÎÅ ÏÔÍÅÎÑÌ) | ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÎÁÓÔÏ-
ÒÏÖÉÔØ (ÐÒÏÚ×ÅÎÅ× ÔÒÅ×ÏÖÎÙÍ Ú×ÏÎÏÞËÏÍ), Á ÎÅ ÄÁÔØ ÐÏ×ÏÄÁ (ËÁË ÏÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÏÇÄÁ É
×ÙÛÌÏ) Ë ÐÕÓÔÏÍÕ ÂÁÈ×ÁÌØÓÔ×Õ. ðÏÍÎÉÔÓÑ, ÚÁÍÅÌØËÁÌÉ ÄÁÖÅ ÚÌÏÒÁÄÎÙÅ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÙÓÌÉ × ÇÏÌÏ-
×Å, ÎÁ×ÒÏÄÅ: ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ | ÜÔÏ ×ÁÍ ÎÅ ÏÇÕÒÃÙ ÓÏÌÉÔØ! (ðÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÑ ÏÄÎÁÖÄÙ
ÕÓÌÙÛÁÎÎÙÊ ÏÔ é. æ. ûÁÒÙÇÉÎÁ ÁÆÏÒÉÚÍ �òÅÃÅÎÚÉÉ ÐÉÓÁÔØ | ÎÅ ÏÇÕÒÃÙ ÓÏÌÉÔØ� | ËÁË ÂÙÌÏ
ÓËÁÚÁÎÏ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÒÏÂËÕÀ ÐÒÏÓØÂÕ ÏÔÐÉÓÁÔØ ÞÅÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÚÉÔÉ×ÎÏÅ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÓÞÅÔ ÒÕ-
ËÏÐÉÓÉ ÍÏÅÇÏ ÄÁ×ÎÅÇÏ ÏÐÕÓÁ \úÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ". ëÏÔÏÒÙÊ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ,
ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÎÁËÏÎÅÃ-ÔÏ ÂÙÌ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ \éÌÅËÓÁ" | ÐÒÁ×ÄÁ, ×ÏÌÅÀ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ
ÐÏÄ ÂÏÌÅÅ ÐÏÍÐÅÚÎÙÍ ÚÁÇÏÌÏ×ËÏÍ \ôÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ".) á ×ÓÐÏÍÉÎÁÔØ-ÔÏ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÄÒÕÇÏÅ:
\îÅ ÓÕÄÉÔÅ, ÄÁ ÎÅ ÓÕÄÉÍÙ ÂÕÄÅÔÅ!". îÏ ÎÉÞÅÇÏ, ×ÓËÏÒÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÉÛÌÏÓØ.

9 ðÅÄÁÌØÎÙÍ (ÐÏÄÅÒÎÙÍ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ ò ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PaPbPc, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ
ò ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ ÷ó, óá;á÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÄÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×
ÏÔÒÅÚÏË (É ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ | ÓÍ [3], ÚÁÄÁÞÁ 5.105.) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ò ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

10 íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÁÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉ-
ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÐÒÉÚÙ×ÁÅÍ
ÐÏÒÁÚÍÙÓÌÉÔØ ÎÁÄ ÔÅÍ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ × �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ� ÓÌÕÞÁÅ. åÓÔØ
ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ò ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �ÐÒÉÍÏÓÔÉÔØÓÑ� ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Å£ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
äÒÏÚ-æÁÒÎÉ �ÒÁÓÐÒÅÍÌÑÅÔÓÑ� × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÏÞËÅ ò ÐÒÑÍÕÀ óÉÍÓÏÎÁ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÖÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Pl, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

11 åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÎÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ | É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁÛÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÎÏ ÕÓÔÕÐÁÅÔ
ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ Ó×ÏÉÈ ÉÍÅÎÉÔÙÈ ËÏÌÌÅÇ (ÓÍ. §1). (ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÐÏÍÉÍÏ �ÇÏÌÏÇÏ� ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.) îÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÔÑÖÅÌÏ×ÅÓÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÁÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÕÓÐÅ×ÁÀÝÅÍÕ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÛËÏÌØÎÉËÕ ÎÅ ÏÂßÑÓÎÉÛØ ÔÁË ÓÒÁÚÕ, Ó ÐÏÌÏÂÏÒÏÔÁ, × ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÔØ
ÔÏÞËÉ X194 | ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÒÅÍÑ.

12 éÎÁÞÅ ×ÙÒÁÖÁÑÓØ | ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Å ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÈÏÒÄÙ ÉÌÉ ÓÅËÕÝÅÊ É
Å£ ×ÎÅÛÎÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

13 ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÍÎÅ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ É ÓÌÏÖÎÙÍ É ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍÙÍ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ×Ó£ ÕÐÉÒÁÅÔÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ
ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ìÅÍÕÁÎÁ. ÷ ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÍÎÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ×ÏÏÂ-
ÝÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ. á ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏ
ÐÒÏÝÅ É ËÏÒÏÞÅ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ
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üÊÌÅÒÁ ÌÅÇËÏ É ËÒÁÓÉ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÉÓ-
ÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ (ÓÍ. [3] | ÚÁÄÁÞÁ 5.128; [5] | ÚÁÄÁÞÁ 489), ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÓÓ (ÓÍ. [2], [9]) | ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ. é ÒÏ×ÎÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÄÅÌÏ
ÏÂÓÔÏÉÔ Ó ÐÒÑÍÏÊ îÁÇÅÌÑ. èÏÔÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ×ÓÀ ÔÕ ÖÅ ÇÏÍÏÔÅ-
ÔÉÀ | ÓÍ. [5], ÚÁÄÁÞÁ 489) ÓÕÐÅÒÓÌÏÖÎÙÍ ÎÅ ÎÁÚÏ×£ÛØ, ÎÏ ×Ó£-ÔÁËÉ ÏÎÏ �ÐÏÔÑÖÅÌÅÅ� ÂÕÄÅÔ, ÞÅÍ
ÌÁËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ (ÓÍ. [2], [8], [9]).

14 íÉÈÁÉÌ âÕÌÇÁËÏ×. ðÏÈÏÖÄÅÎÉÑ þÉÞÉËÏ×Á.
15 ðÏÓÅÝÁÅÍÏÇÏ, ÐÏ ÓÌÕÈÁÍ, ÍÎÏÇÉÍÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÉËÁÍÉ | ÐÒÏÛÌÙÍÉ, ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ, É, ÎÁÄÏ

ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÂÕÄÕÝÉÍÉ.
16 170 ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁ 15.03.12 | ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ.
17 Hyacinthos | ÓÁÊÔ, ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ É ÚÎÁÔÏËÏ× üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏ

×ÓÅÍÕ ÍÉÒÕ. óÀÄÁ-ÔÏ É ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÕÖ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ
(ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔÉ) ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÁË ÂÅÓÐÏËÏÉÌÁ. îÏ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÐÏÄÓÏÚÎÁÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÑÚÎØ �ÒÁÚÏ-
ÂÌÁÞÅÎÉÑ� ÕÄÅÒÖÉ×ÁÌÁ, ÄÏ ÐÏÒÙ, ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÛÁÇÁ.

| é ÜÔÉ-ÔÏ ÎÁÄÏÅ×ÛÉÅ ÆÏËÕÓÙ Ñ ÌÉÛØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÒÁÓÐÏÚÎÁÌ, ÄÏ ÏÄÕÒÉ ÎÁ×ÏÚÉ×ÛÉÓØ Ó ÔÅÍ
ÓÕÂßÅËÔÏÍ. á ÓÕÂßÅËÔ ×Ó£ ÓÔÏÑÌ, ÐÒÉÓÌÏÎÑÓØ Ë ÓÔÅÎÅ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏÌÁÇÁÑ ÓÅÂÑ ÐÒÏÊÄÏÈÏÊ,
É ÄÏ×ÏÌØÓÔ×Ï ÓÏÂÏÀ ÒÕÍÑÎÉÌÏ ÅÇÏ ÝÅËÉ.

| ÷Ù ÒÁÚÇÁÄÁÎÙ! | ËÒÉËÎÕÌ Ñ É ÄÁÖÅ ÌÅÇÏÎØËÏ ÈÌÏÐÎÕÌ ÅÇÏ ÐÏ ÐÌÅÞÕ.
. . . á ÐÏÔÏÍ ×ÚÄÏÈÎÕÌ Ó ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÅÍ É, ×ÙÐÒÑÍÉ×ÛÉÓØ ×Ï ×ÅÓØ ÒÏÓÔ, ×ÏÛÅÌ × ÇÏÓÔÉÎÕÀ.
(æÒÁÎÃ ëÁÆËÁ. òÁÚÏÂÌÁÞÅÎÎÙÊ ÐÒÏÈÏÄÉÍÅÃ.)
18 ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉËÔÏ ÔÁË ×Ó£ ÖÅ É ÎÅ ÐÒÉ×£Ì, ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÐÒÏÓ

ÜÔÏÔ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.
úÁÃÅÐËÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ × ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ (ÏÐÑÔØ!) ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ (sic!) ÇÅÏÍÅÔÒÁ öÁÎÁ-ðØÅÒÁ

üÒÍÁÎÎÁ (Jean-Pierre Ehrmann) | ÓÍ. [10], [11] | messages # 20306, #20308. óÁÍ öÉÂÅÒ, ËÁË
É Ñ, ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ | ÓÍ. [10] | message #20322. ôÁÍ ÖÅ ÏÎ
×ÙÒÁÚÉÌ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÙÍ ÍÁÓÔÅÒÁÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ: �I'm pretty sure
one can �nd it in older literature�, ÅÓÌÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ.

19 äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ âÅÒÎÁÒÄ öÉÂÅÒ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÄÏ×ÉÔ, ËÁË Á×ÔÏÒ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ | ÓÍ. [15].

20 ðÏÌÕÛÕÔÌÉ×ÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ �ðÁÐÁ� (× ÓÍÙÓÌÅ �òÉÍÓËÉÊ�) ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÅ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÓÌÕ-
ÖÅÎÎÙÅ, ÐÏÞ£Ô É Õ×ÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÒÕÇÕ ÌÀÄÅÊ, ÚÎÁÀÝÉÈ ÔÏÌË × ÐÒÅÄÍÅÔÅ,
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÌÉÓÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒ öÁÎ-ðØÅÒ üÒÍÁÎÎ | ÂÅÚÏ ×ÓÑËÉÈ ÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÊ,
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÇ É ×ÏÌÛÅÂÎÉË, ÞÁÒÏÄÅÊ É ËÕÄÅÓÎÉË.�

21 ðÏ ÞÅÒÅÓÞÕÒ ÒÁÚÄÕÔÙÍ Á×ÔÏÒÓËÉÍ ÓÁÍÏÌÀÂÉÀ É ÔÝÅÓÌÁ×ÉÀ, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ. îÏ ÎÅ ×
ÎÉÈ ÏÄÎÉÈ ÔÕÔ �ÓÏÂÁËÁ ÐÏÒÙÌÁÓØ�, ÄÕÍÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÏÄÎÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÔÒÕÄÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ
�×ÓÀ ÐÏÌÎÏÔÕ ÞÕ×ÓÔ×�, ×ÓÀ ÜÔÕ ÂÕÒÀ × ÓÔÁËÁÎÅ ×ÏÄÙ. ìÉÞÎÙÊ ÏÐÙÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ! çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
ÐÅÒÅÖÉ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÕÒÅ ÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ!

22 ðÏÒÁ ÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ (ÅÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÅÝ£ ÎÅ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ) ÉÚ ÛËÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ, Ó
ÐÏÚ×ÏÌÅÎÉÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ | ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ ×ÅÒÓÔÕ ÛÉÂÁÅÔ ÉÍÐÅÒÓËÉÍ ÄÕÈÏÍ. ëÁË
ÂÕÄÔÏ ÎÁÍ ÎÅÞÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ×ÚÁÍÅÎ ÎÁÛÅÊ ÍÏÌÏÄÅÖÉ!

(óÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÍÙÓÌÑÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÎÁÛÅÊ ÌÉÂÅÒÁÌØÎÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÓÔÉ.)

23 ðÏÞÔÉ Ä×ÕÈÎÅÄÅÌØÎÕÀ. ðÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÅÍÐÉÏÎÁ ÍÉÒÁ ÐÏ ÛÁÈÍÁÔÁÍ ÷ÉÌØÇÅÌØÍÁ
óÔÅÊÎÉÃÁ, ÈÏÞÅÔÓÑ ×ÏÓËÌÉËÎÕÔØ (Ó ÇÏÒÅÞØÀ): �ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÎÅ ÄÌÑ ÓÌÁÂÙÈ ÄÕÈÏÍ!�

24 åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ËÏÎÉËÉ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ.

25 é ÐÏÔÏÍÕ, ÚÁÍÅÞÕ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜÔÁ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÑ×ÌÅÎÎÏÊ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ
ÔÅÍÁÔÉËÅ.



ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 35
26 óÍ. §5, ÓÁÍÏÅ ÎÁÞÁÌÏ.
27 ëÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×Ó£ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÂÕË×ÏÊ D | É ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÅ × áÍÅÒÉËÅ ×ÅÄØ

ÖÉ×£Í!
28 ðÒÁ×ÄÁ, ðÏÌØ à ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÏÄ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÍ ÕÇÌÏÍ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á′÷′ó ′

(× ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÙÍ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó | �ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ� ÏÔ ÎÅÇÏ
ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ (Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á′÷′ó ′ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). îÏ
ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.

29 ÷ÏÔÝÅ Ñ ÜÔÏÇÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏÍÏÇÁÌÓÑ (ÐÕÓËÁÊ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÏÓÎÏÑÚÙÞÎÏ | ÉÂÏ ÄÅÐÒÅÓÓÉÑ ÕÖÅ
ÎÁ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÞÉÎÁÌÁ ÓËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ) | ÓÍ. message #20320, ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÂÅÚÏÔ×ÅÔÎÙÍ.

30 ð. äÏÌÇÉÒÅ× ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÌ, ÎÏ ÔÁË É ÎÅ ÓÕÍÅÌ ÄÏ×ÅÓÔÉ ×ÙËÌÁÄËÉ ÄÏ ÐÏÂÅÄÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ. õÖ
ÏÞÅÎØ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ �ËÒÏËÏÄÉÌÙ� ÐÏ×ÙÌÅÚÁÌÉ.

31 ôÅÒÍÉÎ, ×ÏÛÅÄÛÉÊ × ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÅÎÇ Ó ÌÅÇËÏÊ ÒÕËÉ ×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ äÖÏÎÁ ëÏÎ×ÅÑ.

32 ðÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÉËÏÊ! | Ô. Å. öÉ×ÏÊ çÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. íÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÂÏÇÁÔÁÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ,
× ÃÅÌÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ | ÍÎÏÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÈ ÃÅÎÔÒÏ× É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. îÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÌÖÎÙ
ÎÁÌÉÞÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Ó×ÑÚÉ | ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ. óÌÏ×ÏÍ, ÛÉÒÏËÏÅ
ÐÏÌÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÙÎÞÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ | ÏÔ ÕÓÐÅÛÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÚÎÁÞÉÍÙÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ, ËÁË ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ åçü É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ) ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ
ÕÞÒÅÖÄÅÎÉÑ.

33 âÙ×ÁÀÔ ÄÎÉ, ËÏÇÄÁ ÏÐÕÓÔÉÛØ ÒÕËÉ,
é ÎÅÔ ÎÉ ÓÌÏ×, ÎÉ ÍÕÚÙËÉ, ÎÉ ÓÉÌ.
÷ ÔÁËÉÅ ÄÎÉ Ñ ÂÙÌ Ó ÓÏÂÏÊ × ÒÁÚÌÕËÅ,
é ÎÉËÏÇÏ ÐÏÍÏÞØ ÍÎÅ ÎÅ ÐÒÏÓÉÌ.
é Ñ ÈÏÔÅÌ ÉÄÔÉ, ËÕÄÁ ÐÏÐÁÌÏ,
úÁËÒÙÔØ Ó×ÏÊ ÄÏÍ É ÎÅ ÎÁÊÔÉ ËÌÀÞÁ. . .
(á. íÁËÁÒÅ×ÉÞÁ.)
34 ëÁË × ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÅÓÅÎËÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓÔÏÌØ ÓËÏÒÂÎÙÊ ÚÁÞÉÎ,

ÏËÁÎÞÉ×ÁÌÁÓØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÄÒÙÍ ÓÔÉÛËÏÍ:
îÏ ×ÅÒÉÌ Ñ | ÎÅ ×Ó£ ÅÝ£ ÐÒÏÐÁÌÏ:
ðÏËÁ ÎÅ ÍÅÒËÎÅÔ Ó×ÅÔ, ÐÏËÁ ÇÏÒÉÔ Ó×ÅÞÁ. . .
é ÐÕÓÔØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÎÅÊ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÍÁÌÏ,
é ×ÙÐÁÌ ÓÎÅÇ, É ËÒÏ×Ø ÎÅ ÇÏÒÑÞÁ.
ñ × ÓÏÔÙÊ ÒÁÚ ÏÐÑÔØ ÎÁÞÎÕ ÓÎÁÞÁÌÁ:
ðÏËÁ ÎÅ ÍÅÒËÎÅÔ Ó×ÅÔ, ÐÏËÁ ÇÏÒÉÔ Ó×ÅÞÁ.
éÍÅÎÎÏ ÔÁË Ñ É ÐÏÓÔÕÐÉÌ, ÐÏÓÌÅÄÏ×Á× ÎÅÕËÏÓÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÄÒÙÍ ÂÁÒÄÏ×ÓËÉÍ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑÍ:

ÎÁÞÁÌ × ÓÏÔÙÊ ÒÁÚ ÓÎÁÞÁÌÁ.
35 ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÔÒÏÊËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ò ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅÊ.
36 é Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ, Ô. Å. ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÉÌÉ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ)
ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

37 ïÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÑÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ÷Ó£ ÖÅ ×ÙÐÉÛÅÍ ÉÈ ×ÓÅ.
38 é × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ f = g = h = 0 ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.
39 üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÉËÉ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

a2yz + b2zx+ c2xy − (x+ y + x) (u0x+ v0y + z0x)=0 (ÓÍ. [6], [9]).
40 þÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ

ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÁÓÓÕ ÔÏÞËÉ.
41 åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÔÒÉ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÉ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÖËÅ.



36 áÌÅËÓÅÊ íÑËÉÛÅ×

42 üÔÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÅ-ËÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: Ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ É ÕÈÏÄÑ ×Ó£ ÄÁÌØÛÅ É ÄÁÌØÛÅ, �× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�| ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ËÏÎÉËÉ, ×Ó£ ÂÏÌÅÅ
É ÂÏÌÅÅ �ÐÏÈÏÖÉÅ� ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

43 ðÒÉÚÎÁÅÍÓÑ, ÚÄÅÓØ ÍÙ ×ÎÏ×Ø ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÕÓÌÕÇÁÍÉ Mathematica 5.1, ÓÜËÏÎÏÍÉ× ÎÁ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÎÅÍÎÏÖËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÓËÒÙÔÉÅ ×ÓÑËÉÈ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ
ÐÏÄÏÂÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÝÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÍÕ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕ.

44 ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÔ ÒÁÄÏÓÔÎÙÊ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÛÅÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-
ÎÙÊ ×ÉÄ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ. á ×ÏÔ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ò, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÛÌÉ ÂÙ Ë ÎÅËÏÅÍÕ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ | ÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÅ
ÅÝÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÔÏÍ �ÚÁÎÕÌÑÔØ�.

45 ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× p É q ÌÕÞÛÅ. îÏ, Õ×Ù, ÜÔÉ ÂÕË×Ù ÕÖÅ
ÚÁÎÑÔÙ.

46 ðÙÔÌÉ×ÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ (×ÙÑ×ÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å Õ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. çÉÐÏÔÅÚÁ ÔÁËÏ×Á: ðÕÓÔØ b = c. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ∠A < �

3 , ÔÏ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ P3, Á ÅÓÌÉ ∠A > �

3 | ÔÏ P1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × §8.

47 ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × G. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ É ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ: ÃÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ
ÜÌÌÉÐÓÏ×, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ 2.

48 óÞ£ÔÎÏÅ (�ÌÅ×ÏÐÏÌÕÛÁÒÎÏÅ� ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ. é ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÏÎÏ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × G × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:
Hk
G (x : y : z) = (x′ = 3kx+ (1− k) s : y′ = 3ky + (1− k) s : z′ = 3kz + (1− k) s); s = x+ y + z.

÷Ù×ÏÄ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ×Ù×ÏÄÕ ÌÅÍÍÙ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.5 §3.
49 é ÅÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ | ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ
ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÉÇÒÁÅÔ ÄÌÑ ÉÚÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.
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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ.
ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÉÇÒÙ

é. æÒÏÌÏ×

óÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ, ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÇÒÙ
\ÎÉÍ" É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÉÇÒ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ.
äÏÓÔÕÐÎÁ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÐÒÏÆÉÌØÎÙÈ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.

éÇÒÁ ÎÉÍ | þÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÇÒÁ | P-ÐÏÚÉÃÉÉ É N-ÐÏÚÉÃÉÉ | éÇÒÙ
×ÙÞÉÔÁÎÉÑ | îÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ | îÉÍ ÍÉÚÅÒ | ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ | úÁÄÁÞÉ

÷ ÓÀÒÒÅÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÉÌØÍÅ \÷ ÐÒÏÛÌÏÍ ÇÏÄÕ × íÁÒÉÅÎÂÁÄÅ"1 ÏÄÉÎ ÐÅÒÓÏÎÁÖ (ÍÉÓÔÅÒ M)
ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÍ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅËÏÅÍÕ ÍÉÓÔÅÒÕ X) ÐÒÁ×ÉÌÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÇÒÙ. M ÒÁÓ-
ËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÓÔÏÌÅ ËÁÒÔÙ × ÞÅÔÙÒÅ ÒÑÄÁ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ:

|
| | |

| | | | |
| | | | | | |

ðÒÁ×ÉÌÁ ÔÁËÏ×Ù: ÉÇÒÏËÉ (ÉÈ Ä×ÏÅ) ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÕÔ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÒÔ, ÎÏ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÒÑÄÁ. ôÏÔ, ËÔÏ ÂÅÒÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ËÁÒÔÕ, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. M ÐÏ-
ÄÖÅÎÔÌØÍÅÎÓËÉ ÕÓÔÕÐÁÅÔ ÐÒÁ×Ï ÐÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ X, ÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ôÏ ÖÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ É ×Ï ×ÔÏÒÏÊ
ÒÁÚ (ÓÏ ÓÐÉÞËÁÍÉ ×ÍÅÓÔÏ ËÁÒÔ). ÷ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÁÒÔÉÉ M ÈÏÄÉÔ ÐÅÒ×ÙÍ, ÎÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ2.

üÔÁ ÉÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÍ.

1. éÇÒÁ ÎÉÍ

îÉÍ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÁÒÅÊÛÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÉÍ | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ
×ÏÚÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ. îÁÚ×ÁÎÉÅ \ÎÉÍ" É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÕÀ
ÔÅÏÒÉÀ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÄÁÌ þÁÒÌØÚ ì. âÁÕÔÏÎ (C. L. Bouton), ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÉÚ çÁÒ×ÁÒÄÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-
ÔÅÔÁ, ÂÏÌÅÅ 100 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ [4]3.

ä×Á ÉÇÒÏËÁ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÂÅÒÕÔ ÐÒÅÄÍÅÔÙ (ËÁÒÔÙ, ÓÐÉÞËÉ, ËÁÍÅÛËÉ, ÍÏÎÅÔÙ | ÓÌÏ×ÏÍ, ÆÉÛËÉ)
ÉÚ ËÕÞÅË (ÒÑÄÏ×, ËÏÒÏÂÏË). þÉÓÌÏ ËÕÞÅË É ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ, É ×ÙËÌÁ-
ÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÎÉ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙ. ÷ÚÑÔØ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÉÚ ÌÀÂÏÊ
ËÕÞËÉ: ÄÁÖÅ ×ÓÀ ËÕÞËÕ ÃÅÌÉËÏÍ, ÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ ×ÚÑÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, É ÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÍÅÔÙ
ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ. éÇÒÏË, ×ÚÑ×ÛÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÅÄÍÅÔ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÕ4.

1 æÉÌØÍ ÒÅÖÉÓÓÅÒÁ áÌÅÎÁ òÅÎÅ \L'Ann�ee derni�ere �Á Marienbad" (\Last Year at Marienbad") ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÁ íÅÖÄÕ-
ÎÁÒÏÄÎÏÍ ËÉÎÏÆÅÓÔÉ×ÁÌÅ × ÷ÅÎÅÃÉÉ × 1961 Ç. ÐÒÅÍÉÀ \úÏÌÏÔÏÊ ÌÅ×".

2 èÏÄÙ ÉÇÒÏËÏ× ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÉÇÒÁÈ ÕËÁÚÁÎÙ × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 1 Ë ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ.
3 ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [3], ÜÔÁ ÉÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÆÁÎ-ÔÁÎ". óÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

2.
4 éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ | ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ | ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ

(ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ), × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÇÒÙ × ÆÉÌØÍÅ òÅÎÅ.
38
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óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÁ×ÉÌ ÉÇÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÎÉÖÅ, | ÏÎÉ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÅÒÓÉÑÍ ÎÉÍÁ. íÅÎÅÅ ÐÒÉÑÔÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ.
ôÁË, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Á×ÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÚÉÃÉÀ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ × ÎÅÊ ÈÏÄ,
ÍÏÖÅÔ ÆÏÒÓÉÒÏ×ÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ. èÁÒÄÉ É òÁÊÔ × Ó×ÏÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ [1],
ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÏÂßÑÓÎÑÑ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÇÒÏË ÐÒÏÉÇÒÙ-
×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÐÏÊÄÅÔ × ÜÔÕ ÐÏÚÉÃÉÀ. ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ ÔÒÁÄÉÃÉÑ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ N-ÐÏÚÉÃÉÅÊ, Ô.Å. ÄÁÀÝÅÊ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ (next) ÉÇÒÏ-
ËÕ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ P-ÐÏÚÉÃÉÊ, ÄÁÀÝÉÈ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ (previous) ÉÇÒÏËÕ. âÁÕÔÏÎ, Á
ÚÁÔÅÍ ÷ÉÔÇÏÆÆ [7] ÎÁÚÙ×ÁÌÉ P-ÐÏÚÉÃÉÀ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÊ (safe), ÔÁË ËÁË × ÎÅÅ ÈÏÄÉÔØ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏ; Á
N-ÐÏÚÉÃÉÀ | ÎÅÂÅÚÏÐÁÓÎÏÊ: × ÎÅÅ ÈÏÄÉÔØ ÏÐÁÓÎÏ 5.

ðÏÚÉÃÉÑ × ÎÉÍÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ËÕÞÅË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
(a; b; c) | ÐÏÚÉÃÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÒÉ ËÕÞËÉ, × ÐÅÒ×ÏÊ a ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ b, Á × ÔÒÅÔØÅÊ |
c.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÇÒÏËÕ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÍÏÖÅÔ ÄÏ×ÅÓÔÉ ÉÇÒÕ ÄÏ ×ÙÉÇÒÙÛÁ, ÉÇÒÁÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ6. ìÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ ÎÁÚÏ-
×ÅÍ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ. ëÁËÏÊ ÂÙ ÈÏÄ ÉÇÒÏË × ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÉ ÓÄÅÌÁÌ, ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË
ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÈÏÄÙ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ (Ô.Å. ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ) ÈÏÄ ×
×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÇÒÏË ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÔÁ×ÉÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ÐÒÏÉÇÒÙÛ-
ÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ:

|| || | || ||| Ô.Å. (2; 2); (1; 2; 3):

îÁÞÁ×ÛÉÓØ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÉÇÒÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(1; 2; 3) I−−−−→ (1; 2; 2) −−−−→
II

(2; 2) I−−−−→ (1; 2) −−−−→
II

(1; 1) I−−−−→ (1) −−−−→
II

(0)

| ÉÇÒÏË I, ÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ.
åÓÌÉ × ÉÇÒÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÎÅÐÕÓÔÁÑ ËÕÞËÁ, ÔÏ ÉÇÒÏË ÐÒÉ Ó×ÏÅÍ ÈÏÄÅ ÂÅÒÅÔ ÉÚ ÎÅÅ ×ÓÅ ÐÒÅÄÍÅÔÙ

É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ôÁË ÞÔÏ ÐÏÚÉÃÉÑ (m), m > 0 | ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ÷ ÉÇÒÅ ÎÉÍ ÐÏÚÉÃÉÑ (m;n) ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÅÓÌÉ m 6= n, É ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÅÓÌÉ
m = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ × ÉÇÒÅ Ä×Å ËÕÞËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÔÏ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÈÏÄ, ÐÒÏ-
ÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÉÍÅÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÐÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ,
ÕÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÙ ËÕÞÅË. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÙ ËÕÞÅË ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÚÁÂÉÒÁÑ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ
ËÕÞËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ × ÉÇÒÅ ÎÉÍ ËÕÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅÔÕ ËÁÖÄÁÑ, ÔÏ ÐÏÚÉÃÉÑ
×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× É ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÁËÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÍÅÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ
ËÕÞËÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ, ÔÏ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ-
×ÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÃÉÆÒ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÚÉÃÉÑ | ÎÅÞÅÔÎÁÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2.
5 óÍ. ÔÁËÖÅ ÇÌÁ×Õ 14 ËÎÉÇÉ íÁÒÔÉÎÁ çÁÒÄÎÅÒÁ [2].
6 ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÉÖÅ ËÒÁÔËÏÍ ÒÁÚÂÏÒÅ ÉÇÒÙ ÎÉÍ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ èÁÒÄÉ É òÁÊÔÕ [1, Ð. 9.8]; ÏÄÎÁËÏ ÉÚÍÅÎÑÅÍ ÔÅÒ-

ÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÂÏÌÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÍÙÓÌÕ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÓÌÏ×.
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2,2 1,2,3 1,3,4 2,3,6,7
10 01 01 10
10 10 11 11
20 11 100 110

22 112 111
242

ðÏÚÉÃÉÉ (2,2), (1,2,3) É (2,3,6,7) | ÞÅÔÎÙÅ, (1,3,4) | ÎÅÞÅÔÎÁÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ ÉÇÒÅ ÎÉÍ ÐÏÚÉÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ
ÞÅÔÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (1) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÇÒÏË ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ × ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ; ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ
ÞÉÓÅÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÓÔÏÌÂÉË, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ, Á × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÅÌ ×
ËÁËÏÍ-ÔÏ ÒÁÚÒÑÄÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÕÌÅÍ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÞÅÔÎÏÓÔØ ÓÍÅÎÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ
× ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, Ô.Å. ÐÏÚÉÃÉÑ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÊ.

(2) åÓÌÉ ÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÞÅÔÎÁÑ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÕÍÍÙ ÅÄÉÎÉÃ × ËÏÌÏÎËÁÈ ÞÅÔÎÙÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ × ËÏÌÏÎ-
ËÁÈ ÞÞÎÞÎÞ, ÔÏ ÓÔÒÏËÁ 011101 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ 010111 | ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔÙÅ ÃÉÆÒÙ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ × ËÏÌÏÎËÁÈ.) óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÎÅ-
ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÉÇÒÏË ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ÈÏÄ, ×ÅÄÕÝÉÊ × ÞÅÔÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ.

(3) ÅÓÌÉ ÉÇÒÏË Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ×ÙÎÕÖÄÅÎ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ
ÅÅ × ÎÅÞÅÔÎÕÀ (ÈÏÞÅÔ ÏÎ ÜÔÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅ ÈÏÞÅÔ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, ×ÎÏ×Ø ÐÒÉ×Ï-
ÄÑÝÉÊ Ë ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ, É ÉÇÒÏË, ÎÁÞÁ×ÛÉÊ ÉÇÒÕ × ÎÅÞÅÔÎÏÊ
ÐÏÚÉÃÉÉ, ÓÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÅÅ × ÞÅÔÎÕÀ ÓÎÏ×Á É ÓÎÏ×Á ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ
ÈÏÄ, ×ÚÑ× ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ (× ÏÄÎÏÊ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÕÞËÅ) ÐÒÅÄÍÅÔÙ 7.

ðÒÉ ÉÇÒÅ ×ÁÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÔØ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ,
ÉÇÒÏË ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÚÉÃÉÉ. ðÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÐÏÚÉÃÉÉ (n; n), (1; 2n; 2n+ 1), (n; 7− n; 7), (2; 3; 4; 5). ëÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ ÐÏÚÉ-
ÃÉÊ | ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ; Ô.Å. ÅÓÌÉ (a; b; c) É (a′; b′; c′) | ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ
ÂÕÄÅÔ É (a; b; c; a′; b′; c′)

åÓÌÉ × ÉÇÒÅ ×ÓÅÇÏ ÔÒÉ ËÕÞÉ, Á ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÅÍÉ, ÔÏ ÓÐÉÓÏË
×ÓÅÈ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ: (0; n; n), ÇÄÅ 0 ≤ n ≤ 7, Á ÔÁËÖÅ (1; 2; 3), (1; 4; 5), (1; 6; 7),
(2; 4; 6), (2; 5; 7), (3; 4; 7), (3; 5; 6).

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÄÅÍ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÈÏÄ × ÐÏÚÉÃÉÉ (1,3,4). ëÁË ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ ×ÙÛÅ, ÜÔÁ ÐÏÚÉÃÉÑ
ÎÅÞÅÔÎÁÑ, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ. þÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ÉÇÒÏË ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÜÔÕ ÐÏÚÉÃÉÀ
× ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ (ÞÅÔÎÕÀ) ÐÏÚÉÃÉÀ (1,3,2). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ
ÈÏÄ.

2. þÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÇÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ ÎÁÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ | ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ
ÉÇÒÙ. üÔÏ ÉÇÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ:

(1) Ä×Á ÉÇÒÏËÁ;
(2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ, ÏÂÙÞÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ;
(3) ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ É ËÁÖÄÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ËÁËÉÅ ÈÏÄÙ ÒÁÚÒÅ-

ÛÅÎÙ.
7 äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÙ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÔØ, É × ÓÅÒÅÄÉÎÅ XX ×ÅËÁ ÂÙÌÉ ÓÏÚÄÁÎÙ

ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ-Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÅÇÏ. ïÄÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÁÛÉÎ ÂÙÌÁ ×ÙÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÊ
ÍÉÒÏ×ÏÊ ×ÏÊÎÙ × âÅÒÌÉÎÅ ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÊ ×ÙÓÔÁ×ËÅ É Ó ÕÓÐÅÈÏÍ ËÏÎËÕÒÉÒÏ×ÁÌÁ Ó ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ ÂÅÓÐÌÁÔÎÙÍ
ÐÉ×ÎÙÍ ÚÁÌÏÍ. úÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË áÌÁÎ ôØÀÒÉÎÇ, ÓÏÚÄÁÔÅÌØ ÐÅÒ×ÙÈ ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎ × ÷ÅÌÉËÏ-
ÂÒÉÔÁÎÉÉ, ×ÓÐÏÍÉÎÁÌ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÎÑÌÁÓØ ÐÏÓÌÅ ÐÏÂÅÄÙ ÎÁÄ ÔÏÇÄÁÛÎÉÍ
ÂÕÎÄÅÓÍÉÎÉÓÔÒÏÍ ÜËÏÎÏÍÉËÉ ì. üÒÈÁÒÄÏÍ.
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äÁÌÅÅ,
(4) ÉÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ;
(5) ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÚÎÁÀÔ ×ÓÅ ÈÏÄÙ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ × ÉÇÒÅ;
(6) ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÐÏÚÉÃÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ× ÄÌÑ

ÉÇÒÏËÁ, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÉÔØ, | ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ËÔÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ:
(7) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ;
(8) ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×;
(9) ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ ÎÅ ÄÅÌÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÇÒÏËÁÍÉ.
îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÁÍÑÔØ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÉÇÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÁÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ.

ëÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ | × ÎÉÈ ÉÇÒÏË, ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÎÙÊ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ, Á
ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÈÏÄ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ×ÏÚÍÏÖÎÁ
ÎÉÞØÑ. ûÁÈÍÁÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÎÉÞÅÊÎÙÅ ××ÉÄÕ ÐÁÔÁ (Ô.Å. ÐÏÚÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ
ÈÏÄ, | × ÎÉÈ ÉÇÒÏË ÎÅ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ), Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÎÉÞØÅÊ | ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÐÁÒÔÉÑ (ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÈÏÄÏ×, ×ÅÞÎÙÊ ÛÁÈ É Ô.Ð.). îÁÒÄÙ
(ÔÒÉË-ÔÒÁË) | ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÈÏÄÙ, ÔÁË ËÁË ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÉÇÒÁÌØÎÙÅ ËÏÓÔÉ. íÏÒÓËÏÊ ÂÏÊ,
ÍÏÒÒÁ, ËÁÍÅÎØ{ÎÏÖÎÉÃÙ{ÂÕÍÁÇÁ | ÉÇÒÙ ÂÅÚ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÈÏÄÏ×, ÎÏ ÉÇÒÏËÉ × ÎÉÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÎÏÊ
ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÄÉÓÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÉÌÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÅÇÏ ÐÁÌØÃÅ× (ÔÁÊÎÙÅ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ
ÈÏÄÙ). íÏÎÏÐÏÌÉÑ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÕÎËÔÁÍ. ÷ ÎÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÈÏÄÙ, ÉÇÒÏ-
ËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ; ÉÇÒÏËÉ ÎÅ ×ÌÁÄÅÀÔ ÐÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÏÂ ÉÇÒÅ, É ÉÇÒÁ ÍÏÖÅÔ,
ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. éÇÒÁ öÉÚÎØ ëÏÎ×ÅÑ | ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÁÑÓÑ
ÉÇÒÁ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÇÒÏËÏ×. ë ÐÏËÅÒÕ (É ÄÒÕÇÉÍ ËÁÒÔÏÞÎÙÍ ÉÇÒÁÍ) ÉÎÔÅÒÅÓ ×ÙÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×ÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÈÏÄÁÍÉ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÁÌÉÃÉÊ (ÐÒÉ
ÕÞÁÓÔÉÉ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2 ÉÇÒÏËÏ×). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ËÁÒÔÏÞÎÏÊ ÉÇÒÅ ÂÒÉÄÖ ÉÇÒÏËÏ× Ä×ÏÅ | ÜÔÏ ËÏ-
ÍÁÎÄÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ× ËÁÖÄÁÑ, É \ÉÇÒÏË" ÎÅ ×ÌÁÄÅÅÔ ÄÁÖÅ ×ÓÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï \Ó×ÏÉÈ" ËÁÒÔÁÈ.
îÁËÏÎÅÃ, ÔÅÎÎÉÓ, ×ÏÌÅÊÂÏÌ, ÆÕÔÂÏÌ, ÈÏËËÅÊ | ÔÁËÖÅ ÉÇÒÙ \Ä×ÕÈ ÌÉÃ", ÎÏ × ÎÉÈ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ \ÐÏÚÉÃÉÉ" É \ÈÏÄÙ".

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÇÒÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ. ôÅÏÒÉÑ ÔÁËÉÈ ÉÇÒ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÒÁÚ-

ÒÁÂÏÔÁÎÁ É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÉÄÅÊ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ |
ËÏÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ ÉÇÒ, ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÇÒ É Ô.Ä. ïÄÉÎ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ.
îÅÔ ÍÅÓÔÁ ÄÌÑ ÐÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÉÇÒÏËÁÍÉ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÇÒÏËÏ× × ËÏÁÌÉÃÉÉ, ÍÅÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏ-
ÎÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÄÒÕÇÏÍÕ É Ô.Ð. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅ ÒÅÄËÏÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÉÇÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÇÒÏËÏ×, ÂÏÌØÛÅÅ Ä×ÕÈ, ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅÅ. ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ×ÉÄÕ ÉÇÒ ÕÓÌÏ×ÎÏ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÎÅÓÅÎÙ ÐÁÓØÑÎÓÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ8.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ, ÎÏ ÎÁÍ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÉÇÒ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÚÉÃÉÊ. þÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÎÏ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ
ÉÇÒ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÚÉÃÉÊ Ë ÉÇÒÁÍ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÚÉÃÉÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. éÎÏÇÄÁ
ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ ÉÇÒÙ. ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÎÉÖÅ.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÊ (4){(6). üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ÉÇÒÙ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÈÏÄÁÍÉ (ÉÇÒÙ
× ËÏÓÔÉ ÉÌÉ ËÁÒÔÏÞÎÙÅ ÉÇÒÙ). îÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒÁÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÈÏÄÙ
(ËÁÍÅÎØ{ÎÏÖÎÉÃÙ{ÂÕÍÁÇÁ) É ÔÁÊÎÙÅ ÈÏÄÙ (ÍÏÒÓËÏÊ ÂÏÊ). îÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ É ÎÉÞØÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× (ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ) 9.

8 ïÓÏÂÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÉÇÒÙ Ó ËÏÍÐØÀÔÅÒÏÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ×. ÷ ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÏÒÁ ÈÏÄÏ× ËÏÍÐØÀÔÅÒÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ËÁË
ÉÇÒÕ ÏÄÎÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ. óËÏÌØËÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× × ÉÇÒÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒ | ËÏÍÐØÀÔÅÒ?

9 éÇÒÙ Ó ÎÉÞØÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ
ÉÇÒÙ, ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ × ÏÓÏÂÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÍÕ | ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÇÒÏËÏ× Ä×ÕÍÑ, ÉÌÉ
ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ËÎÉÇÁÈ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ.
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ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÇÒÁ | ÜÔÏ ÉÇÒÁ Ó ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ: ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÌÁ-
ÄÅÅÔ ×ÓÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÔÅËÕÝÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÉÇÒÙ, Ï ×ÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, Ï ×ÓÅÈ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ
ÈÏÄÁÈ.

åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
(7) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ,

ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ (ÉÌÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ) ÉÇÒÁ, Ô.Å. ÉÇÒÁ Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÑ; × ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÉÇÒÏË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÈÏÄÏ×, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ 10. åÓÌÉ ÉÇÒÏË,
ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ
ÍÉÚÅÒ (mis�ere); ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÉÇÒÕ ÍÉÚÅÒÎÏÊ ÉÇÒÏÊ, ÉÌÉ ÍÉÚÅÒÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÉÇÒÙ11.
÷ÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÉÇÒÁÈ.

åÓÌÉ ÉÇÒÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÎÉÞØÑ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÈÏÄÙ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÑÀÔÓÑ, ÉÇÒÁ ×ÈÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÃÉËÌ, ÉÌÉ ÖÅ ÅÓÌÉ × ÉÇÒÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÈÏÄÏ× (É ÐÏÚÉÃÉÊ)12. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏËÏÎ-
ÞÁÎÉÑ ÉÇÒÙ, ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ:

(8) ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.
ðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ ÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ, ËÁËÉÅ ÈÏÄÙ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÉÇÒÏË × ËÁÖÄÏÊ

ÐÏÚÉÃÉÉ. èÏÄÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ × ÄÒÕÇÕÀ. ôÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÐÃÉÑÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. åÓÌÉ

(9) ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ ÎÅ ÄÅÌÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÇÒÏËÁÍÉ,
Á ÔÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÐÃÉÉ, ÉÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÉ-
ÓÔÒÁÓÔÎÏÊ (impartial), × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÏÊ (partizan)13. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÙÍÉ ÉÇÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÇÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎ ÉÇÒÏË ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÂßÅËÔÁÍÉ
ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ É ÞÅÒÎÙ-
ÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÉÍ | ÂÅÓÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÁÑ ÉÇÒÁ, Á
ÛÁÈÍÁÔÙ | ÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÁÑ ÉÇÒÁ.

3. P-ÐÏÚÉÃÉÉ É N-ÐÏÚÉÃÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÂÅÓÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÉÇÒÕ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ ËÏÎÅÞÎÏ É × ÎÅÊ ÎÅÔ ÎÉÞØÉÈ. éÚÕÞÁÔØ ÔÁËÉÅ ÉÇÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÝÅ,
ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÙÅ ÉÇÒÙ, ÍÉÚÅÒÎÙÅ ÉÇÒÙ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÇÒÙ É ÉÇÒÙ Ó ÎÉÞØÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÖÄÅ
×ÓÅÇÏ ÎÁ ÎÉÈ É ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍ Ó×ÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ. ôÅÏÒÉÑ ÂÅÓÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÙÈ ÉÇÒ ÂÅÒÅÔ Ó×ÏÅ ÎÁÞÁÌÏ
× ÔÒÕÄÁÈ òÏÌÁÎÄÁ ð. ûÐÒÁÇÁ (Roland P. Sprague) 1936 Ç. [6] É ð. í. çÒÁÎÄÉ (P.M. Grundy)
1939 Ç. [5].

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÊ (T -ÐÏÚÉÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ×;
P -ÐÏÚÉÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÇÒÏËÁ (Previous), Ô.Å. ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÄÅ-
ÌÁ×ÛÅÇÏ ÈÏÄ; N-ÐÏÚÉÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ (Next) ÉÇÒÏËÁ, Ô.Å. ÔÏÇÏ, ËÔÏ ×
ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÈÏÄÉÔØ. ðÏÚÉÃÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÔ × ÓÏÓÔÏÑ-
ÎÉÉ ÆÏÒÓÉÒÏ×ÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ, Ô.Å. ÄÏ×ÅÓÔÉ ÉÇÒÕ ÄÏ ÐÏÂÅÄÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË. åÓÌÉ × ÉÇÒÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ, ÔÏ ÏÂ ÉÇÒÅ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ËÁË Ï
N -ÉÇÒÅ ÉÌÉ P -ÉÇÒÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÚÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ
ÉÚ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ × ÏÄÉÎ ÈÏÄ.

10 îÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÇÒÙ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÔÁË ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÇÒ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ. ìÏÇÉÞÎÅÅ
ÓÞÉÔÁÔØ ÉÇÒÏËÁ ÐÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍ, ÅÓÌÉ Õ ÔÏÇÏ ÎÅÔ ÈÏÄÏ×. (åÓÌÉ Õ ×ÁÓ ÎÅÔ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÈÏÄÁ, ×Ù ÐÒÏÉÇÒÁÌÉ. åÓÌÉ Õ ×ÁÓ
×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÈÏÄÏ×, ×Ù ÐÒÏÉÇÒÁÌÉ.)

11 éÚ×ÅÓÔÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ \ÉÇÒÁ × ÐÏÄÄÁ×ËÉ".
12 ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÉÇÒ Ó ÎÉÞØÅÊ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ Ä×Á ×ÉÄÁ ÎÉÞØÉÈ: 1) ÓÔÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÉÞØÑ (tie) | ÜÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ

ÐÏÚÉÃÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÉ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÎÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÒÅÓÔÉËÁÈ-ÎÏÌÉËÁÈ); 2) ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ
ÎÉÞØÑ (draw) | ÜÔÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÇÒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÆÏÒÓÉÒÏ×ÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ, ÎÏ
×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÈÏÄ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅÞÎÙÊ ÛÁÈ × ÛÁÈÍÁÔÁÈ).

13 éÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÔÅÒÍÉÎÙ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÇÒÙ, ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÙÅ É ÎÅÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÙÅ
ÉÇÒÙ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ÷ÓÑËÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ ÉÇÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P -ÐÏÚÉÃÉÅÊ ÉÌÉ N -ÐÏÚÉÃÉÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ ÔÏÇÏ, ËÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ × ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. éÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÎÄÕËÃÉÀ. åÓÌÉ ÐÏÚÉÃÉÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ, ÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÈÏÄÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ; ÔÏÇÄÁ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ
ÉÍÅÅÔ ÏÐÃÉÉ É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ P - ÉÌÉ N -ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ. åÓÌÉ ×ÓÅ
ÏÐÃÉÉ | N -ÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁËÏÊ ÈÏÄ ÏÎ ÎÉ ÄÅÌÁÅÔ, ×ÔÏÒÏÊ
ÉÇÒÏË ÆÏÒÓÉÒÕÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ | P -ÐÏÚÉÃÉÑ (ÒÉÓ.1,Á). ÷
ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ P -ÏÐÃÉÑ, É ÈÏÄ × ÎÅÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÏÂÅÄÙ. ÷
ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ | N -ÐÏÚÉÃÉÑ (ÒÉÓ.1,Â).

P

NNN

N

P

а б

òÉÓ. 1: ïÐÃÉÉ P- É N-ÐÏÚÉÃÉÊ

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ, P É N 14. âÕÄÅÍ
ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ P=N -ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÇÒÙ. åÓÌÉ ÉÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × N -ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ
ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÅÓÌÉ × P -ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. P -ÐÏÚÉÃÉÉ É N -ÐÏÚÉÃÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
1) ×ÓÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÕÔØ P -ÐÏÚÉÃÉÉ;
2) ÉÚ ×ÓÑËÏÊ N -ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÈÏÄ × P -ÐÏÚÉÃÉÀ;
3) ÉÚ ×ÓÑËÏÊ P -ÐÏÚÉÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ×ÅÄÅÔ × N -ÐÏÚÉÃÉÀ.¤
(äÌÑ ÉÇÒ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ mis�ere × 1-Í ÕÓÌÏ×ÉÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉ-

ÃÉÉ ÓÕÔØ N -ÐÏÚÉÃÉÉ.)
ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ×ÓÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÚÍÅÔÉÔØ ËÁË P - ÉÌÉ N -ÐÏÚÉÃÉÉ.
áÌÇÏÒÉÔÍ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ15.

ûÁÇ 1◦: ÐÏÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ËÁË P -ÐÏÚÉÃÉÉ;
2◦: ÐÏÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊ P -ÐÏÚÉÃÉÉ × ÏÄÉÎ ÈÏÄ, ËÁË

N -ÐÏÚÉÃÉÉ;
3◦: ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ N -ÐÏÚÉÃÉÊ,

É ÐÏÍÅÔÉÍ ÉÈ ËÁË P -ÐÏÚÉÃÉÉ;
4◦: ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ ÎÏ×ÙÈ P -ÐÏÚÉÃÉÊ ÎÁ ÛÁÇÅ 3◦, ÓÔÏÐ; ÉÎÁÞÅ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÛÁÇÕ 2◦.
ôÅÐÅÒØ ÐÏÒÁ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÉÍÅÒÁÍ.

4. éÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ

éÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ | ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ
n É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× ÈÏÄÑÔ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ. èÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ×
×ÙÞÉÔÁÎÉÉ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÇÏ n ÞÉÓÌÁ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÞÉÓÌÁ s ∈ S. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, ËÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ,
×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. íÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌÁ: ÉÍÅÅÔÓÑ ËÕÞËÁ ÉÚ n ÐÒÅÄÍÅÔÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÓÐÉÞÅË), É ÉÇÒÏËÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁÂÉÒÁÀÔ ÉÚ ÎÅÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. óËÏÌØËÏ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á16.

14 äÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ x ÆÒÁÚÁ \x ÅÓÔØ P -ÐÏÚÉÃÉÑ" ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÓÉÍ×ÏÌØÎÏ: x ∈ P . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
x ∈ N ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ \x ÅÓÔØ N -ÐÏÚÉÃÉÑ".

15 ÷ ÎÁÚ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ \ÒÅÛÅÔÏÍ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ".
16 áÎÇÌÉÊÓËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÉÇÒ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ | take-away games.
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ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ S = {1; 2; 3}, n = 21; ÔÏÇÄÁ P -ÐÏÚÉÃÉÉ: 0; 4; 8; 12; 16; 20; Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ |
ÜÔÏ N -ÐÏÚÉÃÉÉ. íÅÔÏÄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÊ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÅÊ. åÓÌÉ n = 1; 2 ÉÌÉ 3, ÉÇÒÏË, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÉÔØ, ÚÁÂÉÒÁÅÔ ×ÓÅ ÓÒÁÚÕ É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n = 4. ôÏÇÄÁ ÉÇÒÏËÕ, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÉÔØ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÏÓÔÁ×ÉÔØ 1,2 ÉÌÉ 3 ÐÒÅÄ-
ÍÅÔÁ É ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ 4 | ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ
ÉÇÒÏËÁ É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÅ ÄÌÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÇÒÏËÁ. ðÒÉ n = 5; 6 ÉÌÉ 7 ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ×ÙÞÅÓÔØ
ÞÉÓÌÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1, 2 ÉÌÉ 3 É ÐÒÉÊÔÉ Ë 4, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÇÒÙÛ. é
ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

P=N -ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÇÒÙ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÅÔËÕ (P ÉÌÉ N) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ o(n)17.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 : : :
o(n) P N N N P N N N P N N N P N N N P N N N P : : :

ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÉÇÒÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÉÚÅÒ. éÇÒÏË, ÏÓÔÁ×ÛÉÓØ Ó n = 1 ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ,
ÄÏÌÖÅÎ ÅÇÏ ×ÚÑÔØ É ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ÖÅ n = 2; 3 ÉÌÉ 4, ÉÇÒÏË, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÉÔØ, ÍÏÖÅÔ
ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ 1 ÐÒÅÄÍÅÔ É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ðÒÉ n = 5 ÉÇÒÏË ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ×ÙÉÇÒÁÔØ,
ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ P -ÐÏÚÉÃÉÑ. åÓÌÉ n = 6; 7 ÉÌÉ 8, ÔÏ ÉÇÒÏËÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÈÏÄÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ
×ÙÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1, 2 ÉÌÉ 3, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÊÔÉ Ë 5. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 : : :
o(n) N P N N N P N N N P N N N P N N N P N N N : : :

éÇÒÁ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÐÒÉ S = {1; 2; : : : ; k} É Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n ÔÁËÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÉÍ, ÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÉÇÒÁÅÔÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ ËÕÞÅÊ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×18. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÕÓÌÏ-
×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ P -ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÉÇÒÙ. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ n ≡ 0
(mod k + 1) × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ É n ≡ 1 (mod k + 1) × ÉÇÒÅ ÍÉÚÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 5. éÇÒÁ \×ÙÞÉÔÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×". üÔÏ ÉÇÒÁ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S = {1; 4; 9; 16; : : :}.
îÁÞÅÒÔÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ É ÒÁÓÓÔÁ×ÉÍ × ÎÅÊ ÍÅÔËÉ P É N, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÍÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÚÉÃÉÑ x
P- ÉÌÉ N-ÐÏÚÉÃÉÅÊ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 : : :
o(x) P N P N N ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? : : :

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔÉ r(x), ÚÁÄÁ× ÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁ×ÉÌ:
1) r(x) = 0, ÅÓÌÉ x | ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ;
2) r(x) = 1 + min r(z) ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ P -ÏÐÃÉÊ z, ÅÓÌÉ x | N -ÐÏÚÉÃÉÑ;
3) r(x) = 1 + max r(z) ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÐÃÉÊ z, ÅÓÌÉ x | P -ÐÏÚÉÃÉÑ.
õÄÁÌÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÇÒÙ × ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÊ

ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ
ÏÛÉÂËÉ.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 : : :
o(x) P N P N N P N P N N P N P N N P N P N N P : : :
r(x) 0 1 2 3 1 2 3 4 5 1 4 3 6 7 3 4 1 8 3 5 6 : : :

îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÏÚÉÃÉÉ x = 14 Õ ÉÇÒÏËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÏÐÃÉÉ: 13, 10 É 5 (×ÙÞÉÔÁÅÔÓÑ 1, 4, 9
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ); ÉÚ ÎÉÈ P -ÏÐÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ 10 É 5. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r(14) = 1+min(r(10); r(5)) =
3. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÑ ÈÏÄ ÐÒÉ x = 14, ÍÏÖÅÔ ÏÂßÑ×ÉÔØ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ × 3 ÈÏÄÁ
ðÏÚÉÃÉÑ x = 17 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P -ÐÏÚÉÃÉÅÊ. ÷ÓÅ ÅÅ ÏÐÃÉÉ: 16, 13 É 8 | ÓÕÔØ N -ÐÏÚÉÃÉÉ, r(17) =

17 o(n) | ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á output | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÉÇÒÙ).
18 éÇÒÁ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÂÙÌÁ ÕÖÅ × 1612 Ç. ÏÐÉÓÁÎÁ âÁÛÅ ÄÅ íÅÚÉÒØÑËÏÍ × ×ÉÄÅ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÇÒÏÊ âÁÛÅ.
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1 + max(r(16); r(13); r(8)) = 8. éÇÒÏË, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÁ, ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÏÉÇÒÁÔØ, ÎÏ, ÄÅÌÁÑ ÈÏÄ ÏÎ
ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÄÌÉÔØ ÉÇÒÕ ÄÏ 8 ÈÏÄÏ× É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÏÔÓÒÏÞÉÔØ Ó×ÏÅ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ.

5. îÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ ÎÉÍ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ⊕ (ÐÏÂÉÔÏ×ÏÅ xor, ÉÓËÌÀÞÁ-

ÀÝÅÅ ÉÌÉ). ÷ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ

a b a⊕ b
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

äÒÕÇÏÅ ÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÉÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ
ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÒÁÚÒÑÄÎÏ, Ë Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÒÁÚÒÑÄÁÍ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 2.
ðÏÚÉÃÉÉ (2,2), (1,2,3) É (2,3,6,7) | P-ÐÏÚÉÃÉÉ, (1,3,4) | N-ÐÏÚÉÃÉÑ.

2,2 1,2,3 1,3,4 2,3,6,7
10 01 01 10

⊕ 10 10 11 11
00 11 100 110

00 110 111
000

÷ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, 2⊕ 2 = 0, 1⊕ 2⊕ 3 = 0, ÎÏ 1⊕ 3⊕ 4 = 6 (= 1102).
âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÏÚÉÃÉÉ (a; b; c) ÞÉÓÌÏ a⊕ b⊕ c.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ÷ ÉÇÒÅ ÎÉÍ ÐÏÚÉÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P-ÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ

ÎÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

6. îÉÍ ÍÉÚÅÒ
ëÏÇÄÁ ÎÉÍ ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÉÇÒÁ ÍÉÚÅÒ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÈÏÄÅ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÛØ ËÕÞÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1; Ô.Å. × ÐÏÚÉÃÉÉ
(a; 1; 1; : : : ; 1), a > 1. ðÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÈÏÄ × ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ | ×ÚÑÔØ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ËÕÞÉ a−1 ÉÌÉ a ÐÒÅÄ-
ÍÅÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÞ (× ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ × ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ
ÈÏÄ | ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÞ). äÁÌØÛÅ ÉÇÒÁ ÉÄÅÔ ÆÏÒÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ: ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ ÐÒÅÄÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎ | ÉÇÒÏË ÂÅÒÅÔ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ, ÕÍÅÎØÛÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÉÓÌÏ ËÕÞ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. äÏ ÐÏÚÉÃÉÉ
(a; 1; 1; : : : ; 1) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÇÒÙ ÍÉÚÅÒ É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù; ÕËÁÚÁÎÎÁÑ
ÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÉ a > 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ âÁÕÔÏÎÁ
× ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ë ÎÅÊ ÐÒÉÊÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ
ÎÁÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ (3; 4; 5).

(3; 4; 5) I−−−−→ (1; 4; 5) −−−−→
II

(1; 4; 3) I−−−−→ (1; 2; 3) −−−−→
II

(1; 2; 2) I−−−−→

(2; 2) −−−−→
II

(2; 1) I−−−−→ (1) −−−−→
II

(0)

÷ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ×ÙÎÕÖÄÅÎ ×ÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÅÄÍÅÔ É ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ÷ ÐÏÚÉÃÉÉ (2; 1) ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË
ÂÅÒÅÔ ÏÂÁ ÐÒÅÄÍÅÔÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ËÕÞÉ, ÄÅÌÁÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÈÏÄ; ÎÏ × ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ
ÂÙ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÞ, Ô.Å. ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÏÚÉÃÉÉ (1; 1).



46 é. æÒÏÌÏ×

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1. éÇÒÁ ÎÉÍ × ËÉÎÏÆÉÌØÍÅ \÷ ÐÒÏÛÌÏÍ ÇÏÄÕ × íÁÒÉÅÎÂÁÄÅ"

| ìÕÞÛÅ Ñ ÐÒÅÄÌÏÖÕ ×ÁÍ ÄÒÕÇÕÀ ÉÇÒÕ. ñ ÚÎÁÀ ÏÄÎÕ ÉÇÒÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀ.
| åÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÍÏÖÅÔÅ ÐÒÏÉÇÒÁÔØ, ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁ.
| ñ ÍÏÇÕ ÐÒÏÉÇÒÁÔØ, ÎÏ Ñ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀ.
| îÕ ÞÔÏ Ö, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ.
| éÇÒÁÀÔ Ä×ÏÅ. ëÁÒÔÙ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÏÔ ÔÁË . . . . óÅÍØ, ÐÑÔØ, ÔÒÉ, ÏÄÎÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË

ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÅÔ ËÁÒÔÙ, ÓËÏÌØËÏ ÚÁÈÏÞÅÔ, ÎÏ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ | ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÂÒÁÔØ ËÁÒÔÙ ÔÏÌØËÏ ÉÚ
ÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ëÔÏ ×ÏÚØÍÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ËÁÒÔÕ, ÔÏÔ ÐÒÏÉÇÒÁÌ. éÚ×ÏÌØÔÅ ÎÁÞÉÎÁÔØ. ðÒÏÛÕ ×ÁÓ.

ðÅÒ×ÁÑ ÉÇÒÁ (Ó ËÁÒÔÁÍÉ)
1 3 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 3 5 6 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 3 4 6 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 3 4 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 3 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 3 1 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 1 1 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 1 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 ÉÇÒÏË I ÐÒÏÉÇÒÁÌ

÷ÔÏÒÁÑ ÉÇÒÁ (ÓÏ ÓÐÉÞËÁÍÉ)
1 3 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 2 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
2 5 6 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 4 6 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
2 3 6 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 3 5 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 3 5 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 3 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 2 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 ÉÇÒÏË I ÐÒÏÉÇÒÁÌ



÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÇÒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÉÇÒÙ 47

ôÒÅÔØÑ ÉÇÒÁ (ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÉÔ Í-Ò í)
1 3 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
3 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 5 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
2 4 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
1 4 7 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 4 5 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
4 5 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
4 4 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
4 3 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
3 3 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
3 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
2 2 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË II
2 1 ÈÏÄÉÔ ÉÇÒÏË I
1 ÉÇÒÏË II ÐÒÏÉÇÒÁÌ

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 2. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÉÇÒÙ ÎÉÍ

âÁÕÔÏÎ × Ó×ÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ [4] ÎÉËÁË ÎÅ ÏÂßÑÓÎÉÌ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÎÉÍ", ÐÏÜÔÏÍÕ Ï ÅÇÏ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏÇÁÄÙ×ÁÔØÓÑ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÅÍÅÃËÉÍ ÇÌÁÇÏÌÏÍ nehmen
(\ÂÒÁÔØ"), ÉÍÅÀÝÉÍ × ÐÏ×ÅÌÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁËÌÏÎÅÎÉÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÆÏÒÍÕ nimm (\ÂÅÒÉ!"),
ÉÌÉ Ó ÕÓÔÁÒÅ×ÛÅÊ ÆÏÒÍÏÊ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÇÌÁÇÏÌÁ nim (\ÂÒÁÔØ"), ËÏÔÏÒÙÊ É ÓÅÊÞÁÓ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔ-
ÓÑ × ÖÁÒÇÏÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ \ÕËÒÁÓÔØ". ûÅËÓÐÉÒ × Ó×ÏÅÊ ÐØÅÓÅ \÷ÉÎÄÚÏÒÓËÉÅ ÎÁÓÍÅÛÎÉÃÙ" ÎÁÒÅË
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÕÇ, ÓËÌÏÎÎÏÇÏ Ë ×ÏÒÏ×ÓÔ×Õ, ËÁÐÒÁÌÏÍ îÉÍÏÍ, ÏÂÙÇÒÁ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á nim.

óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÉÔÁÊÓËÉÊ ÉÅÒÏÇÌÉÆ
`nian' (ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÊ \ÂÒÁÔØ ÐÁÌØÃÁÍÉ, ÉÇÒÁÔØ"), ÎÁ ÇÕÁÎØÞÖÏÕÓËÏÍ ÄÉÁÌÅËÔÅ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË `nim'.

îÉÍ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÅ×ÎÉÅ ÉÇÒÙ, ÎÏ ÎÅÑÓÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÌÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ
ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ âÁÕÔÏÎÁ19.

÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÁÂÚÁÃÅ Ó×ÏÅÊ ÓÔÁÔØÉ âÁÕÔÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕ-
ÀÝÅÊ ÅÇÏ ÉÇÒÙ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÇÒÁÌÉ × ÒÑÄÅ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ËÏÌÌÅÄÖÅÊ É ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÍÅÒÉËÁÎ-
ÓËÉÈ Õ×ÅÓÅÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÑÒÍÁÒËÁÈ. éÇÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÆÁÎ-ÔÁÎ, ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÓÐÕÔÁÔØ ÅÅ Ó ËÉÔÁÊÓËÏÊ
ÉÇÒÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÔÏ ÖÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ20, ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏ âÁÕÔÏÎÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÎÉÍ".

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÉÆ Ï ËÉÔÁÊÓËÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÉ ÉÇÒÙ ÎÉÍ ÖÉ× É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ.
á ËÁË ×ÁÍ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÓÌÏ×Ï NIM ÎÁ 180◦, ÔÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔÓÑ WIN | \×ÙÉÇÒÁÔØ"!

úÁÄÁÞÉ

1. ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÎÁÊÔÉ P - É N -ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÉÇÒ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÙÞÉÔÁÅÍÙÈ
(1) S = {1; 3; 4};
(2) S = {1; 2; 3; 4; 5};
(3) S = {1; 3; 5; 7};
(4) S = {1; 3; 6};
(5) S = {1; 2; 4; 8; 16; : : :} = ×ÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.
÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÇÒÁÈ (1-5):
(a) ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 100, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÐÅÒ×ÙÊ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË?

19 ÷ÅÒÏÑÔÎÏ ÌÉ, ÞÔÏÂÙ âÁÕÔÏÎ ÓÁÍ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÐÒÁ×ÉÌÁ, ÐÏÄÏÇÎÁ× ÉÈ ÐÏÄ ÉÚÑÝÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ?
20 îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÉÅ ÌÁÔÉÎÉÃÅÊ fan-tan, ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÒÕÓÓËÁÑ ÔÒÁÎÓËÒÉÐÃÉÑ | ÆÁÎØ-ÔÁÎØ. æÁÎØ-ÔÁÎØ | ÜÔÏ

ÁÚÁÒÔÎÁÑ ÉÇÒÁ, ÐÏÐÕÌÑÒÎÁÑ × ëÉÔÁÅ É ÀÇÏ-×ÏÓÔÏÞÎÏÊ áÚÉÉ. ÷ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÉÇÒÙ × ËÁÚÉÎÏ. \ëÒÕÐØÅ-ÄÁÍÁ ÐÏÇÒÕÖÁÅÔ
ÒÕËÕ × ÏÇÒÏÍÎÕÀ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÕÀ ÞÁÛÕ, ÚÁÞÅÒÐÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÇÏÒÛÎÀ ÞÅÒÎÙÈ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÙÈ ÖÅ ËÒÕÖËÏ×, ÍÅÄÌÉÔÅÌØÎÏ É
ÂÅÚ ÉÚÌÉÛÎÅÊ ÔÏÒÏÐÌÉ×ÏÓÔÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÈ ÐÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ ÒÑÄÁÍÉ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅ. ãÅÌØ ÉÇÒÙ | ÎÁÐÅÒÅÄ
ÕÇÁÄÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÄÉÓËÏ× ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÑÄÕ | ÏÄÉÎ, Ä×Á, ÔÒÉ ÉÌÉ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ. ëÒÕÐØÅ ×ÙÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÕÀ
ÐÒÉÇÏÒÛÎÀ ÍÉÎÕÔÙ ÐÏ ÔÒÉ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ. ÷ÏÓÔÏÞÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÏÂÏÖÁÅÔ ÆÁÎØ-ÔÁÎØ ÚÁ \×ÏÓÈÉÔÉÔÅÌØÎÕÀ ÁÇÏÎÉÀ",
ËÏÔÏÒÕÀ ÉÓÐÙÔÙ×ÁÅÛØ, ÐÏËÁ ËÒÕÖËÉ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ÕËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÔÏÌ ÎÅÓÐÅÛÎÙÍ ÄÒÁÚÎÑÝÉÍ ÔÅÍÐÏÍ."
óÍÙÓÌ ÉÅÒÏÇÌÉÆÏ× `fan' É `tan' | \ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ".
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(b) ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 31 ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÈÏÄÙ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ).
2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ, P - ÉÌÉ N -ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÚÉÃÉÉ × ÉÇÒÅ ÎÉÍ.
(1) (2; 4; 6);
(2) (1; 5; 6);
(3) (1; 8; 9);
(4) (2; 3; 4; 5);
(5) (1; 3; 5; 7);
(6) (1; 2; 4; 7);
(7) (25; 43; 50);
(8) (10; 20; 30; 40);
(9) (12; 27; 39; 48).
3. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÉÇÒÅ ÎÉÍ.
(1) (1; n; n+ 1) | N-ÐÏÚÉÃÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ.
(2) (n; 7− n; 7) | P-ÐÏÚÉÃÉÑ (n ≤ 7).
(3) åÓÌÉ (a; b; c) | P-ÐÏÚÉÃÉÑ, ÔÏ ÔÁËÏ×Ù ÖÅ É (2a; 2b; 2c) É (2a+ 1; 2b+ 1; 2c).
(4) ÷ÓÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ ×ÉÄÁ (a; b; c) ÓÕÔØ (0; n; n), ÇÄÅ 0 ≤ n ≤ 7, Á ÔÁËÖÅ (1; 2; 3), (1; 4; 5), (1; 6; 7),

(2; 4; 6), (2; 5; 7), (3; 4; 7), (3; 5; 6).
4. îÉÍ-ÓÕÍÍÁ. îÁÊÄÉÔÅ x: 1) x = 27⊕ 17; 2) 38⊕ x = 25.
5. ÷ ÉÇÒÅ ÎÉÍ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÈÏÄÙ × ÐÏÚÉÃÉÑÈ:
(1) (10,17,25);
(2) (12,19,27);
(3) (25,43,50);
(4) (29,29,18);
(5) (93,29,74);
(6) (47,99,181);
(7) (13,17,19,23).
6. îÁÊÄÉÔÅ ÎÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÚÉÃÉÊ ÉÇÒÙ ÎÉÍ:
(1) (1; 2; : : : ; n);
(2) (1; 3; 5; : : : ; 2n+ 1);
(3) (2; 4; 6; : : : ; 2n);
(4) (1; 5; 9; 13; : : : ; 4n+ 1);
(5) (1; 2; 4; 8; : : : ; 2n).
7. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ S = {1; 2; 3}.
8. éÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. îÁÊÄÉÔÅ P - É N -ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÉÇÒ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

S, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ:
(1) S = {1; 2; 3; : : : ; n} (n > 0);
(2) S = {1; 2; n} (n > 2).
9. éÇÒÁ \ôÒÉÄÃÁÔØ ÏÄÎÏ" (Geo�rey Mott-Smith, 1954). éÚ ËÏÌÏÄÙ ËÁÒÔ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÕÚ, Ä×ÏÊ-

ËÁ, ÔÒÏÊËÁ, ÞÅÔ×ÅÒËÁ, ÐÑÔÅÒËÁ É ÛÅÓÔÅÒËÁ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÓÔÉ. üÔÉ 24 ËÁÒÔÙ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÃÏÍ
××ÅÒÈ ÎÁ ÓÔÏÌÅ. ôÕÚ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. éÇÒÏËÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀÔ ËÁÒÔÙ (ÏÄÎÕ ÚÁ
ÈÏÄ) É × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÇÒÙ ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÙÈ ËÁÒÔ. éÇÒÏË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ
×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÅ×ÚÏÊÄÅÔ 31, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. üÔÁ ÉÇÒÁ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÉÇÒÕ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó ×ÙÞÉÔÁÅÍÙÍÉ 1, 2,
3, 4, 5, 6 É ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÅÊ 31. ïÄÎÁËÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ.

(1) îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ÉÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ Ó S = {1; 2; 3; 4; 5; 6}, ÎÁÞÉÎÁÑ ×
ÐÏÚÉÃÉÉ 31.

(2) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÇÒÏÊ \ôÒÉÄÃÁÔØ ÏÄÎÏ" É ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ÉÇÒÏÊ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ.
(3) þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ÅÓÌÉ 1-Ê ÉÇÒÏË ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ×ÁÍÉ × (1),

Á ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÂÉÒÁÔØ 4?
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(4) ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, 1-Ê ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ÉÇÒÙ
\ôÒÉÄÃÁÔØ ÏÄÎÏ".

10. íÉÚÅÒ-×ÁÒÉÁÎÔ ÉÇÒÙ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, S = {1; 2; 4; 8; : : : ; 2n; : : :}. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ
ÈÏÄ, ÐÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ãÅÌØ | ×ÙÎÕÄÉÔØ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ×ÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÅÄÍÅÔ. ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÊÔÅ
ÉÇÒÕ. îÁÊÄÉÔÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ.

11. \ïÐÕÓÔÏÛÁÊ É ÒÁÚÄÅÌÑÊ" (Ferguson, 1998). ÷ Ä×ÕÈ ËÏÒÏÂËÁÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÙ, × ÐÅÒ×ÏÊ
| m, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ (m;n), ÇÄÅ m > 0; n > 0. ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ×
ÈÏÄÑÔ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ. èÏÄ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÏÐÕÓÔÏÛÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÒÏÂÏË É ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ
ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÒÏÂËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ
ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÈÏÄ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. éÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ (1,1). îÁÊÄÉÔÅ
×ÓÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ.

12. îÉÍÂÌ. îÁ ÌÅÎÔÅ, ÒÁÓÞÅÒÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÌÅÔËÉ Ó ÍÅÔËÁÍÉ 0, 1, 2, 3,. . . , ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÎÅÔ.
ëÁÖÄÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ, ÐÒÉÞÅÍ × ËÌÅÔËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ
ÍÏÎÅÔÙ. èÏÄ | ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÅÔÙ × ÌÀÂÕÀ ËÌÅÔËÕ ×ÌÅ×Ï. íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÒÙÇÉ×ÁÔØ
ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÍÏÎÅÔÙ, É ÍÏÖÎÏ ÈÏÄÉÔØ × ËÌÅÔËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ ÅÓÔØ ÍÏÎÅÔÙ. éÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏ
ÏÞÅÒÅÄÉ, É ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÓÏÂÅÒÕÔÓÑ × ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ (0). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ
ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÈÏÄ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ.

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÉÇÒÁ ÅÓÔØ ÚÁÍÁÓËÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÉÍ ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ × ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ? åÓÌÉ 1-Ê ÉÇÒÏË, ÔÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÈÏÄ.
(1) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15© © © © ©
(2) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14© ©© © © ©

13. îÉÍ-ÍÉÚÅÒ. íÅÔÏÄ âÁÕÔÏÎÁ ÉÇÒÙ × ÎÉÍ-ÍÉÚÅÒ ÔÁËÏ×. éÇÒÁÊÔÅ, ËÁË × ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÎÉÍ,
ÐÏËÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ËÕÞÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1. ëÏÇÄÁ ×ÁÛ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÈÏÄÉÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ ËÕÞÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1, ÕÍÅÎØÛÉÔÅ ÜÔÕ ËÕÞÕ ÄÏ 0 ÉÌÉ 1, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ËÕÞ ÒÁÚÍÅÒÏÍ = 1. ôÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÉÇÒÙ ×
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÎÉÍ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔ ×ÁÓ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÕ ËÕÞÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1 (ÎÉÍ-
ÓÕÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 0), Á ×ÁÛ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ Ä×ÕÈ ËÕÞ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1 Ë
ÐÏÚÉÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ËÕÞ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1. ðÏÜÔÏÍÕ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÉÇÒÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÁ ËÕÞÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ > 1 É ×ÁÛÁ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÁ.

îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÈÏÄÙ × ÐÏÚÉÃÉÑÈ:
(1) (1; 1; 12); (2) (1; 5; 12); (3) (12; 19; 27).

14. éÇÒÁ ÎÉÍ ÷ÉÔÇÏÆÆÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÐÏÚÉÃÉÑ | ÐÁÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (m;n). èÏÄ
ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ

(a) ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ;
(b) ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÏÂÏÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÇÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÉÇÒÅ \ÒÁÎÅÎÙÊ ÆÅÒÚØ": ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÆÅÒÚØ ÉÚ

ÐÏÚÉÃÉÉ (m;n) ÍÏÖÅÔ ÈÏÄÉÔØ ×ÎÉÚ, ×ÌÅ×Ï ÉÌÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÌÅ×Ï-×ÎÉÚ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ
ÐÏÓÔÁ×ÉÔ ÅÇÏ ÎÁ ÐÏÌÅ (0; 0).

îÁÊÄÉÔÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 8× 8. (éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ.)
15. éÇÒÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ. ëÌÁÓÓ ÉÇÒ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÏ-

ÐÕÓÔÉÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÈÏÄÁ ÐÒÏÔÉ×ÎÉËÁ.
ðÒÉÍÅÒ: éÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ËÕÞÁ ÉÚ n ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅ-

ÔÏ× ÉÚ ËÕÞÉ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÍÅÔ, ÎÏ ÎÅ ×ÓÀ ËÕÞÕ. úÁÔÅÍ ÉÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ, É ËÁÖÄÙÊ
ÉÇÒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÞÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÈÏÄÅ.

(1) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÈÏÄ × ÐÏÚÉÃÉÉ n = 44;
(2) îÁÊÄÉÔÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ.



50 é. æÒÏÌÏ×

òÅÛÅÎÉÑ
1.
(1) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

o(n) P N P N N N N P N P N N N N
ðÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ o(n), Ô.Å. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ P=N -ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎ

7. ôÁË ËÁË 100 mod 7 = 2, o(100) = o(2) = P ; Ô.Å. ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË; o(31) = o(31
mod 7) = o(3) = N , ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÈÏÄÙ: 31 → 30 É 31 → 28.

(2) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
o(n) P N N N N N P N N N N N

ðÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ o(n) ÒÁ×ÅÎ 6; o(100) = o(4) = N ; o(31) = o(1) = N , ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÈÏÄ:
31 → 30.

(3) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o(n) P N P N P N P N P N P

ðÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ o(n) ÒÁ×ÅÎ 2; o(100) = P ; o(31) = N , ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ.
(4) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

o(n) P N P N P N N N N P N P N P N N N N
ðÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ o(n) ÒÁ×ÅÎ 9; o(100) = o(1) = N ; o(31) = o(4) = P .
(5) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

o(n) P N N P N N P N N P N N
ðÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ o(n) ÒÁ×ÅÎ 3; o(100) = o(1) = N ; o(31) = N , ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÈÏÄÙ | ×ÚÑÔØ

1, 4 ÉÌÉ 16.
2. (1) P ; (2) N ; (3) P ; (4) P ; (5) P ; (6) P ; (7) P ; (8) N ; (9) P .

3.
(1) n = 2k: 1⊕ 2k = 2k + 1; n = 2k + 1: 1⊕ (2k + 1) = 2k.
(2) 7 = 0 + 7 = 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4, ÎÉÍ-ÓÕÍÍÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 7.
(3) éÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: 2a⊕ 2b⊕ 2c = 2(a⊕ b⊕ c), (x+ 1)⊕ (y + 1) = x⊕ y.
(4) ðÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.
4.
(1) 10; (2) 63.
5.
(1) (10; 17; 25) → (8; 17; 25); (2) (12; 19; 27) → (8; 19; 27); (3) (25; 43; 50) | P-ÐÏÚÉÃÉÑ; (4)

(29; 29; 18) → (15; 29; 18) ÉÌÉ (29; 29; 0); (5) (93; 29; 74) → (87; 29; 74) ÉÌÉ (93; 23; 74) ÉÌÉ (93; 29; 64);
(6) (47; 99; 181) → (47; 99; 76); (7) ôÒÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÈÏÄÁ: ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ËÕÞÉ (17; 19; 23) ÍÏÖÎÏ
ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÎÁ 8, Ô.Å. 17 → 9, 19 → 11 ÉÌÉ 23 → 15.

6.
(1) n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

⊕ 0 1 3 0 4 1 7 0 8 1 11 0 12

1⊕ 2⊕ : : :⊕ n =





n ; n mod 4 = 0
1 ; n mod 4 = 1

n+ 1 ; n mod 4 = 2
0 ; n mod 4 = 3

(2)
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2n+ 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
⊕ 1 2 7 0 9 2 15 0 17 2 23 0 25

1⊕ 3⊕ : : :⊕ (2n+ 1) =





2n+ 1 ; n mod 4 = 0
2 ; n mod 4 = 1

2n+ 3 ; n mod 4 = 2
0 ; n mod 4 = 3
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(3) 2⊕ 4⊕ : : :⊕ 2n = 2(1⊕ 2⊕ : : :⊕ n) =





2n ; n mod 4 = 0
2 ; n mod 4 = 1

2n+ 2 ; n mod 4 = 2
0 ; n mod 4 = 3

(4)
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4n+ 1 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
⊕ 1 4 13 0 17 4 29 0 33 4 45 0 49

1⊕ 5⊕ 9⊕ : : :⊕ (4n+ 1) =





4n+ 1 ; n mod 4 = 0
4 ; n mod 4 = 1

4n+ 5 ; n mod 4 = 2
0 ; n mod 4 = 3

(5) 1⊕ 2⊕ 4⊕ : : :⊕ 2n = 2n+1 − 1.
7.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o(x) P N N N P N N N P N N N P
r(x) 0 1 1 1 2 3 3 3 4 5 5 5 6

r(x) =
{ x

2 ; ÅÓÌÉ 4|x;
2

⌊x
4
⌋

+ 1; ÅÓÌÉ 4 6 |x:
8.

(1) o(x) = P ⇐⇒ (n+ 1)|x; ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÃÉËÌ: P
n︷ ︸︸ ︷

N N N : : : N .

(2) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÃÉËÌ: P N N ÐÒÉ 3 - n;
n+1︷ ︸︸ ︷

P N N P N N : : : P N N N ÐÒÉ 3 | n.
9.
(1) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ | ×ÓÅÇÄÁ ÈÏÄÉÔØ × ÐÏÚÉÃÉÀ, ËÒÁÔÎÕÀ 7, Ô.Å. 31 → 28, ÐÏÔÏÍ ×

21, × 14, × 7 É × 0.
(2) ÷ ÉÇÒÅ \ôÒÉÄÃÁÔØ ÏÄÎÏ" ÞÉÓÌÏ ËÁÒÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ | 4 ËÁÒÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á; ÔÅÐÅÒØ

×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÚÁËÏÎÞÉÌÉÓØ, É ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × 0; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎ ÐÒÏÉÇÒÁÅÔ.
(4) x 27 28 29 30 31

o(x) N P P N N éÚ 30 ÉÌÉ 31 ÉÇÒÏË ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × 29; ÔÏÇÄÁ ÈÏÄ
×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × 28 ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÔÕÚÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ,
ËÁË × (3) ÎÅ È×ÁÔÉÌÏ ÔÒÏÅË.

10.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o(n) N P N N P N N P N N P N N

o(n) =
{
P ; ÅÓÌÉ n mod 3 = 1;
N ; ÅÓÌÉ n mod 3 6= 1:

11.
P-ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (m;n), ÇÄÅ m É n | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ, ÔÏ ÉÚ P-ÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ÔÏÌØËÏ

× ÐÏÚÉÃÉÀ (m′; n′), ÇÄÅ m′ + n′ ÒÁ×ÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m′ É n′
ÞÅÔÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ (m;n), × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓËÁÖÅÍ, m ÞÅÔÎÏ (É
ÂÏÌØÛÅ 0), ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × P-ÐÏÚÉÃÉÀ (m′; n′), ÇÄÅ m′+n′ = m É ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ m′ É n′ ÎÅÞÅÔÎÙ.
(îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ m′ = m− 1, n′ = 1.)

12.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ n > 0 × ËÌÅÔËÕ n′, 0 ≤

n′ < n. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÉÇÒÅ ÎÉÍ, ËÏÇÄÁ ÉÇÒÏË ÂÅÒÅÔ x = n− n′ > 0 ÐÒÅÄÍÅÔÏ×
ÉÚ ËÕÞÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ n ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. (ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÍÏÎÅÔÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÅ ÍÅÛÁÀÔ!)
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(1) úÄÅÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ (2; 5; 7; 12; 15) × ÉÇÒÅ ÎÉÍ. îÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2 ⊕ 5 ⊕ 7 ⊕
12⊕ 15 = 3 > 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ N-ÐÏÚÉÃÉÑ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÈÏÄÙ: 2 → 1, 7 → 4 ÉÌÉ 15 → 12.

(2) óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÉÍ-ÐÏÚÉÃÉÑ (4; 8; 8; 9; 10; 13) ÉÍÅÅÔ ÎÉÍ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ 10. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÅ
ÈÏÄÙ: 10 → 0 É 13 → 7.

13.
(1) 12 → 1; (2) 12 → 4; (3) 12 → 8.
14.
÷ÏÔ ×ÓÅ P-ÐÏÚÉÃÉÉ: (0,0), (1,2), (2,1), (3,5), (5,3), (4,7), (7,4).
15.
(1) 44 → 33 (ÉÌÉ ÓÒÁÚÕ 44 → 1, ÔÁË ËÁË n = 1 | ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ). (2) éÓÈÏÄ ÉÇÒÙ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÕÞÉ n É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÈÏÄÁ x (ÞÉÓÌÁ ×ÚÑÔÙÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÚÉÃÉÑ ÉÇÒÙ | ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ (n; x). äÁÎÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P-
ÐÏÚÉÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ 2k | (n−1), ÇÄÅ k > 0, 2k | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ 2, ÂÏÌØÛÁÑ x (Ô.Å. k = blog2 xc+1).
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á. ÷. öÕËÏ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÅËÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÒ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÔ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÁÓÐÅËÔ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÐÒÉÇÌÁÛÁÑ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÎÁÂÌÀÄÁÔØ, ÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÐÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÂÕ-
ÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ
ðÒÏÇÒÁÍÍÙ (\äÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÑ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ" É \Dance"), ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅËÃÉÉ,

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÄÏÓÔÕÐÅ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ math.child.ru/podumai/labor/
ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÐÏÎÑÔÎÙÊ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ × ÌÅËÃÉÉ ÎÁÐÉÓÁÎÏ \üËÓÐÅ-

ÒÉÍÅÎÔ", ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÐÕÓË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ; ÕËÁÚÁÎÏ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ
××ÅÓÔÉ. ðÏÓÌÅ ÚÎÁÞËÁ ÐÒÏÃÅÎÔÁ ÉÄÅÔ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ××ÏÄÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÉÌÉ Ë ÒÁÂÏÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍ-
ÍÙ. ëÏÇÄÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ××ÅÄÅÎÙ, ÄÌÑ ÚÁÐÕÓËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÄÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÖÁÔØ ËÎÏÐËÉ
ðòéíåîéôø, ðõóë. ðÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÉÌÉ ×ÉÄÉÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÅ1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

óËÁÖÉÔÅ ÐÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÉ ÓÔÒÏÊ ×ÏÅÎÎÏÓÌÕÖÁÝÉÈ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 1, ×ÉÄ
Ó×ÅÒÈÕ, ÛÅÒÅÎÇÕ?

òÉÓ. 1
þÔÏ? îÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ? \òÁÚÂÒÏÄ É ÛÁÔÁÎÉÑ"? îÕ, ÔÏÇÄÁ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ËÏÍÐÅÔÅÎÔÎÙÍ

ÓÐÒÁ×ÏÞÎÙÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÁÍ. ÷ \óÔÒÏÅ×ÏÍ õÓÔÁ×Å" ÷ÏÏÒÕÖ£ÎÎÙÈ ÓÉÌ òæ ÎÁÐÉÓÁÎÏ: \ÛÅÒÅÎÇÁ |
ÜÔÏ ÓÔÒÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÏÅÎÎÏÓÌÕÖÁÝÉÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ ÏÄÉÎ ×ÏÚÌÅ ÄÒÕÇÏÇÏ". (ëÓÔÁÔÉ,
× ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ×ÓÅÍÕ ÄÁ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÕ×ÓÔ×ÕÅÔÓÑ ÎÅÔÌÅÎÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ \îÁÞÁÌ" å×ËÌÉÄÁ |
ËÒÏÍÅ ×ÏÅÎÎÙÈ å×ËÌÉÄÕ ÐÏÄÒÁÖÁÌ âÅÎÅÄÉËÔ óÐÉÎÏÚÁ, ÉÚÌÁÇÁÑ Ó×ÏÀ \üÔÉËÕ" \ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÍÁÎÅÒ" É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Á×ÔÏÒÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÔÒÕÄÏ×).

îÅËÏÔÏÒÁÑ ÈÁÏÔÉÞÎÏÓÔØ × ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ×ÏÅÎÎÏÓÌÕÖÁÝÉÈ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ×ÁÓ ÓÍÕÝÁÔØ. ïÎÉ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÏÄÉÎ ×ÏÚÌÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÞÔÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÒÉÓÕÎÏË 2.

1éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÎÁÕËÏÊ. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
53
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òÉÓ. 2
ðÏÓÌÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ×Ù×ÏÄÕ: ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚÎÁÍÅÒÉÍÓÑ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ËÁËÉÍ-

ÔÏ ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ
ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÎÁ | ÐÏÄÞÅÒËÎÕ | ÉÍÅÀÝÕÀ Ä×Á ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ
ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ âåóëïîåþîùí ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ×. äÁÌØÛÅ Ñ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ
ÏÓÔÁÎÏ×ÌÀÓØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÒ£È ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ: ÜÔÏ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ôòé ÓÔÒÁÎÉÞËÉ ÒÏÍÁÎÁ, ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÁÎÉÃ. äÒÕÇÉÅ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÅÝ£ ÎÅ ÎÁÐÉÓÁÎÙ, É ÎÁÐÉÓÁÔØ ÉÈ
ÍÏÖÅÔÅ ×Ù.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ôòé ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.
1. óÐÉÒÁÌØ óÔÁÎÉÓÌÁ×Á õÌÁÍÁ. úÁÐÕÓÔÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Ulam Spiral. ðÏÓÍÏÔÒÅÔØ Å£ ÄÅÍÏÎ-

ÓÔÒÁÃÉÀ É ÚÁËÒÙÔØ.
úÄÅÓØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÑ óÔÁÎÉÓÌÁ×Á õÌÁÍÁ Ó ÂÜÊÄÖÉËÁ ìÏÓ-áÌÁÍÏ×ÓËÏÊ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ,

ÇÄÅ ×ÅÌÉÓØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÀ ÁÔÏÍÎÏÊ ÂÏÍÂÙ).

2. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÅÏÒÇÁ ëÁÎÔÏÒÁ, ÒÉÓ 4.
3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÉÓÁÔÅÌÑ-ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÒÉÓ. 5.
÷Ù Ó ÎÉÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ×ÓÅÍÅÓÔÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ. æÏÔÏÇÒÁÆÉÀ

ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ Ñ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÖÕ ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.
ôÅÐÅÒØ ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÓÏ ÓÐÉÒÁÌØÀ õÌÁÍÁ
îÁÞÎ£Í Ó ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÏÊ ÎÁÍ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ: ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÎÁ ÎÅÊ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ðòï-

óôùå ÞÉÓÌÁ.
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òÉÓ. 4

òÉÓ. 5

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. úÁÐÕÓÔÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Dance. îÁÓÔÒÏÊËÉ | ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ, ÏÄÎÁËÏ ÕÓÔÁÎÏ-
×ÉÔØ

ã×ÅÔ: ÏÐÃÉÑ:
òõþîïê (ÒÕÞÎÁÑ ÎÁÓÔÒÏÊËÁ)
fg - âåìùê,
bg - óéîéê.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÖÁÔØ ËÎÏÐËÉ ðòéíåîéôø, ðõóë.
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á ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÎÁ ÓÐÉÒÁÌØ õÌÁÍÁ ÌÏÖÁÔÓÑ ë÷áäòáôù (1, 4, 9, 16, É Ô.Ä.).
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáô.
ôÏ, ÞÔÏ ×Ù ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÅÌÉ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ áÌÅËÓÁÎÄÒ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ úÅÎËÉÎ (Ï Î£Í ÂÕÄÅÔ ÒÅÞØ

×ÅÓÔÉÓØ ÐÏÚÖÅ) ÎÁÚÙ×ÁÌ ÔÅÏÒÅÍÏÊ: ÞÉÓÔÏ ÚÒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÉÍÉ ÇÌÁÚÁÍÉ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÍ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÕÀ þ³ôëõà ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. õ×ÉÄÅ× ÔÅÏÒÅÍÕ:

Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÄÏÌØ Ä×ÕÈ ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ, Þ£ÔÎÙÅ
| ××ÅÒÈÕ, ÎÅÞ£ÔÎÙÅ | ×ÎÉÚÕ,

ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ Å£ ÄÏËÁÚÁÔØ. (óÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).
ðÏÄÞÅÒËÎÕ: ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÐÏÍÏÇ ÎÁÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ õ÷éäåôø. ëÓÔÁÔÉ, ÓÌÏ×Á: \ÔÅÏÒÅÍÁ", \ÔÅÏ-

ÒÉÑ", \ÔÅÁÔÒ" ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ: \ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀ". ÷ ÜÔÏÍ ËÒÏÅÔÓÑ ÇÌÕÂÏËÉÊ
ÓÍÙÓÌ!

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÎÁÂÌÀÄÁÅÍ, ËÁËÉÍ ÞÕÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

òÉÓ. 6

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÆÉÇÕÒÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÒÑÄËÁ Ò: ÞÉÓÌÏ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j ÒÁ×ÎÏ
j + j(j − 1)(p − 2)=2. åÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ Ò = 3, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ, ÓÍ. ÒÉÓ. 6.

óÎÁÞÁÌÁ | ôòåõçïìøîùå ÞÉÓÌÁ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ó×ÏÊÓÔ×Á: æéçõòîïå.
ðÏÞÅÍÕ ÚÄÅÓØ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ 17 \ÒÕËÁ×Ï×" ÚÁËÒÕÞÉ×ÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ \ÃÉËÌÏÎÁ" | Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ.

ðÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÚÁËÒÕÞÉ×ÁÀÔÓÑ ðï þáóï÷ïê ÓÔÒÅÌËÅ | ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÎÁÀ.
÷ÏÐÒÏÓÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ:
úÎÁÑ ÐÏÒÑÄÏË ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ËÁ-

ÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ:
1) âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÓÐÉÒÁÌÅ×ÉÄÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ?
2) åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ \ÄÁ", ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÒÕËÁ×Ï×?
3) ðÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÉÌÉ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÂÕÄÕÔ ÚÁËÒÕÞÉ×ÁÔØÓÑ ÒÕËÁ×Á?
ðÒÏ×ÅÄ£Í ÄÒÕÇÉÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
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üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ðÏÒÑÄÏË: Ò = 4.
ðÏÌÕÞÉÌÉ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ. éÎÁÞÅ É ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÌÏ: ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÒÑÄËÁ 4 |

ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, Á ÐÒÏ ÎÉÈ ÍÙ ÕÖÅ ËÏÅ-ÞÔÏ ÚÎÁÅÍ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 28: \íÏÒÓËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÁÑ ðï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 48: \íÏÒÓËÁÑ Ú×ÅÚÄÁ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÁÑ ðòïôé÷ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 21: \éÎØ É ñÎØ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÙÅ ðï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 19: \éÎØ É ñÎØ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÙÅ ðòïôé÷ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
Ò = 9: ÏÄÉÎ \ÒÕËÁ×", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÙÊ ðòïôé÷ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÄÁÌÉ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÓÅÔËÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÌÉÎÉÊ, ÎÏ ÜÔÁ ÓÅÔËÁ

\ÐÏÒÔÉÔÓÑ" × ÃÅÎÔÒÅ.
Ò = 32: ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ × ÃÅÎÔÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × Ë×ÁÄÒÁÔÙ.
íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = 4 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×Á ÉÄÕÝÉÅ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ

ÌÕÞÁ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÌÕÞÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ É × ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ðÏÒÑÄËÉ: Ò = 10; 20; 34.
çÉÐÏÔÅÚÁ: ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ÉÄÁ 2(k2 + 1), ÔÏ ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÙÈ
ÌÉÎÉÊ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 16: \óÅÇÎÅÒÏ×Ï ËÏÌÅÓÏ" | 3 ÒÕËÁ×Á, ÚÁËÒÕÞÅÎÎÙÅ ðòïôé÷ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
ðÏÒÑÄÏË: Ò = 46: \óÅÇÎÅÒÏ×Ï ËÏÌÅÓÏ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÏÅ ðï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.
\óÅÇÎÅÒÏ×Ï ËÏÌÅÓÏ" | Ä×ÉÇÁÔÅÌØ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÅÁËÔÉ×ÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ×ÙÔÅËÁÀÝÅÊ ×ÏÄÙ.

ðÅÒ×ÁÑ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÇÉÄÒÁ×ÌÉÞÅÓËÁÑ ÔÕÒÂÉÎÁ, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÁÑ ÎÅÍÅÃËÉÍ ÕÞ£ÎÙÍ éÏÇÁÎÎÏÍ úÅÇÎÅÒÏÍ
(1704-1777).

á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ
an2 + bn+ c.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáôéþî; Á = 7;
ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÔÏ ÖÅ \óÅÇÎÅÒÏ×Ï ËÏÌÅÓÏ", ÚÁËÒÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÈÏ-

ÄÉÌÏ Õ ÎÁÓ × ÓÌÕÞÁÅ ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ Ò = 16. üÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
| ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

îÏ ÞÔÏ ÖÅ ÜÔÏ ÚÁ \óÅÇÎÅÒÏ×Ï ËÏÌÅÓÏ", ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ? äÁ×ÁÊÔÅ-ËÁ ÚÁÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ ÎÅ-
ÍÎÏÖËÏ \ÐÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ ÐÕÂÌÉËÕ"!

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 191;
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 500.
éúíåîñôø: √ (ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÇÁÌÏÞËÕ)
ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ b ËÏÌÅÓÏ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ðÁÕÞØÑ ÎÏÇÁ" | ×ÉÄÉÍÏ, ÔÁË ÐÁÕË ÐÌÅÔ£Ô

ÐÁÕÔÉÎÕ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 300
Á = 4
b = 0.
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÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÅÒÉÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÓÏ ÓÐÉÒÁÌØÀ õÌÁÍÁ Ñ ×ÁÍ ÐÏËÁÖÕ \éóëïðáåíùå
ïóôáîëé ðáòáâïì".

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 291;
ó×ÏÊÓÔ×Á: óõííù ãéæò;
ÓÕÍÍÁ: 20;
ÏÔËÌÀÞÉÔØ: éúíåîñôø
fg: ëòáóîùê
bg: þ³òîùê
úÄÅÓØ ÎÁ ÓÐÉÒÁÌÉ õÌÁÍÁ ËÒÁÓÎÙÍ Ã×ÅÔÏÍ ÏÔÍÅÞÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 20.

üëóðåòéíåîôù ó ïôïâòáöåîéåí ëáîôïòá

îÁÞÎ£Í Ó ðòïóôùè ÞÉÓÅÌ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ëáîôïòá
ó×ÏÊÓÔ×Á: ðòïóôïå
fg: ó÷åôìï-ö³ìôùê
þ£ÔËÏ ×ÉÄÎÙ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÅ \ÌÅÓÏÐÏÌÏÓÙ" | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáô % üÔÏ ÎÅ îå \Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎ"
úÄÅÓØ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÉÎÉÊ, ËÁË × ÐÏÄÓÏÌÎÕÈÅ | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÊ \ÆÉÌÏ-

ÔÁËÓÉÓ".
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáôéþî
Á = 2
b = 0.
÷ÏÔ ÏÐÑÔØ ÍÙ ïäîéíé çìáúáíé ÏÔËÒÙÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÇÒÅÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É

ÎÁ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ:
÷ÓÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ëÁÎÔÏÒÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ

ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ ÒÑÄÏÍ Ó ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÅÊ.
úÎÁÑ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÔÁËÏÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÁËÏÊ

ÓÔÒÏËÉ É ËÁËÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ëÁÎÔÏÒÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 22011?
óåòéñ ðáòáâïìéþåóëéè ïòîáíåîôï÷
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáôéþî
Á = 1
b = 1
c = 150
üÔÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ: \ëïìøãá óáôõòîá".
á ËÁË ÜÔÏ ÓÍÏÔÒÉÔÓÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ õÌÁÍÁ?
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: õìáíá % \ÎÏÖËÉ ÐÁÕËÁ"
÷ÏÔ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÎÁÍÅÎÔÏ×.
ëÁË ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ëÁÎÔÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 33?
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ëÁÎÔÏÒÁ
ó×ÏÊÓÔ×Ï: ìéîåêî
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Á = 33
b = 0.
ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ õÌÁÍÁ:
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ õÌÁÍÁ.
ïÔËÕÄÁ ÚÄÅÓØ ×ÚÑÌÉÓØ \ÐÁÒÁÂÏÌËÉ"? | úÁÇÁÄËÁ...
÷ÁÒÉÁÃÉÉ: óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÚÒÉÍÙÍÉ ÐÏÄËÏ×Ù:
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ëÁÎÔÏÒÁ
Á = 41
b = 20 - ÏÒÎÁÍÅÎÔ \ðÏÄËÏ×Ù".
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: õÌÁÍÁ.
á ×ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÀÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 1:
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ó×ÏÊÓÔ×Á: n ∧ 2 = b (mod a)
Á = 3
b = 1
\ëÁ£ÍËÁ" ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÜÔÏ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ,

ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÐÒÉÏÒÉ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÕÅÍ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔÏË 2. á Õ ÎÁÓ ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. b = 2.
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÍÅÓÔÏ, Á ×ÉÄÎÁ ËÁ£ÍÏÞËÁ. üÔÁ ËÁ£ÍÏÞËÁ | \ÚÁÚÅÒËÁÌØÅ", ÆÁÎÔÏÍÙ. äÅÌÏ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ × Delphi, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÉÓÁÌÁÓØ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÓÄÅÌÁÎÏ ÔÁË. ëÏÍÐØÀÔÅÒ ÐÒÉ \ÚÁÛËÁÌÉ-
×ÁÎÉÉ" ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ×ÙÈÏÄÅ ÉÈ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ 231 ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ,
Á ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÌØÛÅ × \ÏÞÅÎØ ÓÔÒÁÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ", ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÎÅÊ
216∗216 = 0, Á ÅÓÌÉ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÁÍÏÊ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÃÅ-
ÌÏÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. (ëÓÔÁÔÉ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ - ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ! ÷ Delphi ÏÔÒÅÚÏË ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ [−231; 231 − 1], Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÎÁ 32-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ, \ÚÁ×£ÒÎÕÔ × ÏÂÙÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ", ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë
ÞÉÓÌÕ 231 − 1 ÅÄÉÎÉÃÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÒÁ×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ), ÍÙ ÓËÁÞËÏÍ ÐÏÐÁÄÁÅÍ × ÞÉÓÌÏ
ÓÌÅ×Á: (−231). ÷ÏÔ ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÚÁ×ÅÒÎÕÔØ × ÌÅÎÔÕ í£ÂÉÕÓÁ, ÔÏ,
ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÙ ÂÏÌÅÅ \ÍÑÇËÁÑ" ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ, ÂÅÚ ÒÅÚËÉÈ ËÁ£ÍÏÞÅË, ËÁË Õ ÎÁÓ).

äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ \ÐÏ ÜÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÚÅÒËÁÌÁ", ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÕÖÎÙ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.

þÔÏÂÙ ÐÕÝÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÉÓËÁÖÅÎÉÉ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÊ
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ëõâù ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 1.
ëÕÂÙ ÒÁÓÔÕÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×!

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ó×ÏÊÓÔ×Á: n ∧ 3 = b (mod a)
ðÏÌÕÞÉÌÓÑ ËÒÁÓÉ×ÙÊ ÍÕÁÒÏ×ÙÊ ÕÚÏÒ, ÎÏ ÜÔÏ | ËÁÒÔÉÎÁ ÉÚ úÁÚÅÒËÁÌØÑ! ëÏÎÅÞÎÏ, ÈÕÄÏÖÎÉËÉ

ÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ: \ËÁËÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ, ÞÔÏ úÁÚÅÒËÁÌØÅ | ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ×ÅÄØ ËÒÁÓÉ×Ï!". é ×ÅÄØ Ó ÎÉÍÉ
ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ...

ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÇÏ Ó ×ÉÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ \ÐÉÓÁÔÅÌÑ-ÞÉÔÁÔÅÌÑ"
(ÏÐÑÔØ ×ÓÐÏÍÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ \óÔÅÖÏË" | ÏÎ ÔÏÖÅ ×ÅÄØ ÂÙÌ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÙÍ!).
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üëóðåòéíåîôù ó ïôïâòáöåîéåí ðéóáôåìñ-þéôáôåìñ

ðÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÎÁÞÎ£Í Ó ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ã÷åô: fg = âåìùê
bg = óéîéê
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÉÓÁÔÅÌÑ-þÉÔÁÔÅÌÑ
ó×ÏÊÓÔ×Á: ðòïóôïå
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 90 | \äïöäø" éú ðòïóôùè þéóåì.
úÄÅÓØ ÛÔÉÌØ, ×ÅÔÒÁ ÎÅÔ, \ÓÔÒÕÉ ÄÏÖÄÑ" ÐÁÄÁÀÔ Ó×ÅÒÈÕ.
üÔÏ ÎÅËÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÐÏÓÌÁÎÉÅ Ë ÎÁÍ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ \ÁÚÂÕËÏÊ íÏÒÚÅ". ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ: ËÌÅÔÏÞËÁ 1

| ÓÉÎÑÑ, 2 | ÂÅÌÁÑ, 3 | ÂÅÌÁÑ, É Ô.Ä. ðÏÞÅÍÕ ÉÚ 5 ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ \ÌØ£ÔÓÑ", Á ÉÚ 7, ÉÚ 11 É Ô.Ä. ÌØÀÔÓÑ
ÓÔÒÕÉ ÄÏÖÄÑ? | é 5, É 6 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÏÌÂÃÏ× n = 90, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÔÏÌÂÅÃ
Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 5 ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ 5, Á × ÓÔÏÌÂÅÃ 6 | ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ 6 | × ÜÔÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ
\ÓÔÒÕÊ" ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÜÔÏÍ ËÒÏÅÔÓÑ ÒÁÚÇÁÄËÁ ÔÁÊÎÙ \ÌÅÓÏÐÏÌÏÓ" ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ
õÌÁÍÁ É ëÁÎÔÏÒÁ.

á ×ÏÔ \×ÅÔÅÒ" ÐÏÄÕÌ ÓÐÒÁ×Á:
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 91.
á ×ÏÔ - ÓÌÅ×Á:
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ .
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 89.
úÄÅÓØ, ËÁË É ÒÁÎÅÅ, ÉÚ ÞÉÓÅÌ 7, 11 É Ô.Ä. ÌØÀÔÓÑ ÓÔÒÕÉ ÄÏÖÄÑ, ÎÏ ÎÁËÌÏÎ£ÎÎÙÅ × ÓÔÏÒÏÎÕ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ | Á ËÁË ÖÅ ÐÏ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ë÷áäòáôù ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÉÓÁÔÅÌÑ-ÞÉÔÁÔÅÌÑ?
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 291
ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáô
úÄÅÓØ ×ÉÄÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. ë ÜÔÉÍ ÐÁÒÁÂÏÌÁÍ ÍÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊ-

ÛÅÍ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ \ÆÉÎÔ".

ïôïâòáöåîéå ðï áìçïòéôíõ ðéóáôåìñ-þéôáôåìñ óðåãéáìøîùè
ðïäíîïöåóô÷ îáôõòáìøîùè þéóåì

éÄÅÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ: ÄÁ×ÁÊÔÅ ÐÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÐÉÓÁÔÅÌÑ-ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉ-
ÓÌÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ë×ÁÄÒÁÔÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ ×ÍÅÓÔÏ 1,
2, 3, 4, É Ô.Ä. ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÙ: 12, 22, 32, 42, É Ô.Ä. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÒÑÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ äïðïìîéôåìøîùí Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÅÇÏ, ËÁË É ÒÁÎÅÅ, ×ÙÄÅÌÉÍ
ÏÓÏÂÙÍ Ã×ÅÔÏÍ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 18
îÁÓÔÒÏÊËÁ Ã×ÅÔÁ: á÷ôï
óÅÔËÁ: √
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ë÷áäòáôù
ó×ÏÊÓÔ×Á: ïóôáôëé
íÏÄÕÌØ: 9
ïÓÔÁÔÏË: 0
% ÐÏÝ£ÌËÁÔØ ðõóë, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÊ ËÏÎÔÒÁÓÔ Ã×ÅÔÁ
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÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ã×ÅÔÏÍ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 9 (32, 62, 92 É Ô.Ä.). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ, × ÏÂÝÅÍ-ÔÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

ÅÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÔÁËÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.

äÁ×ÁÊÔÅ ÔÅÐÅÒØ \ÐÏÉÇÒÁÅÍ" Ó ôáâìéãåê õíîïöåîéñ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ
ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁÚÍÅÝÁÅÔÓÑ ðòïéú÷åäåîéå ÞÉÓÅÌ i É j. íÏÖÅÔÅ ÌÉ ×Ù, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÓÒÁÚÕ, \ÎÁ×ÓËÉÄËÕ" ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÏ-
ÞÌÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 1: 1, 2, 3, 4, 5, ... É Ó
ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 4: 4, 8, 12, 16, 20, ... ?

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 41
óÅÔËÁ: ÕÂÒÁÔØ
îÕÍÅÒÁÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏ×: Ó ÎÕÌÑ 0
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðòïéú÷åäåîéñ
ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáô
% ÓÍ. ÐÏÂÏÞÎÕÀ Þ£ÔËÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÒÑÄÏÍ Ó ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ
ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÔ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ. ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÎÁ ÎÅÊ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÄÕÔ Ó ÛÁÇÏÍ 1, Á ÐÏ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ | Ó ÛÁÇÏÍ 4, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÉ ËÁË ÒÁÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÞÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ
×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ, É ÷ùäåìåîù ã÷åôïí, ËÏÔÏÒÙÍ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ
ë÷áäòáôù. úÎÁÞÉÔ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ë÷áäòáôï÷: 4, 16, 36,
64, 100, ... (×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ
| ÞÌÅÎÙ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 101
ó×ÏÊÓÔ×Á: óõííù ãéæò
óÕÍÍÙ = 18
ðÅÒÅÄ ×ÁÍÉ | ÐÏÒÔÒÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÏÐÌÏÔÉÌÁÓØ × ÚÁÄÁÞÕ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÕÀ × ÒÕÂÒÉËÅ

�\ë×ÁÎÔ" ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×�, "ë×ÁÎÔ", �4, 2002, ÓÔÒ. 25, Á×ÔÏÒ ÷. úÁÍËÏ×:
íÁÍÁ É ÐÁÐÁ ÚÁÐÉÓÁÌÉ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÎÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÑ ÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÐÁÐÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÁËÏÅ ÂÙ ÞÉÓÌÏ ÎÉ ÚÁÄÕÍÁÌÁ ÍÁÍÁ, ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÉÍÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 18. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÕÍÁÌ ÐÁÐÁ?

ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÁ×ÕÀ ËÒÁÊÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÌÉÎÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÀ 99. ïÎÉ ×ÙÄÅÌÅÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: \óÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ 18".
ïÎÉ ÓÐÌÏÛÎÙÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ
× ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 99 · a. éÔÁË, ÎÁÍÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ:

óÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 99 · a ÄÌÑ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a É ÒÁ×ÎÁ 18.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÔÒÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÚÄÅÓØ

ÍÎÏÇÏ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ Ô£ÍÎÙÅ (% Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÎÏÐËÉ ðõóë
ÄÏÂÉÔØÓÑ Ô£ÍÎÏÇÏ ÆÏÎÁ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÉÌÉ ËÁË Å£ ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ
ÏÂÌÏÖËÁÈ ÕÞÅÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÔÒÁÄÅÊ | ÔÁÂÌÉÃÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ) | ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ËÌÁÄÅÚØ ÇÉÐÅÒÂÏÌ. ÷ÏÔ ÅÝ£
ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÊ ÜÔÏ:

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 50
ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÏÓÏÂÏÅ % ÓÍ. ×ÓÐÌÙ×ÁÀÝÕÀ ÐÏÄÓËÁÚËÕ ÎÁ ËÎÏÐËÅ \ïÓÏÂÏÅ"
þÉÓÌÁ ×ÉÄÁ: N− óÕÍÍÁ ÃÉÆÒ (N), Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É × ÔÁÂÌÉÃÅ

ðÉÆÁÇÏÒÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ.
÷ ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÒÁ×ÎÁ
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144, Á 144 | ÜÔÏ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. îÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ñ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÌÀÓØ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

á ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÕÀ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 60
õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ã÷åô: fg = âåìùê
bg = óéîéê
ó×ÏÊÓÔ×Á: ïóôáôëé
ÍÏÄÕÌØ: 15
ÏÓÔÁÔÏË: 0
úÄÅÓØ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 15. óÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ

0, 15, 30, 45 É 60 ×ÓÅÃÅÌÏ ÂÅÌÙÅ, ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× 60 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 15. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ,
ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 15× 15 ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÕÚÏÒÙ.

äÁ×ÁÊÔÅ ÂÕÄÅÍ ÍÅÎÑÔØ ÍÏÄÕÌØ, ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÔÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁ-
ÔÏ× ÕÚÏÒÙ. á ×Ù ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ÍÏÄÕÌØ = 15, 16, 17, 18, 19, ...
åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÕÚÏÒÏ× ÎÅÔ, ÅÓÌÉ ÖÅ ÓÏ-

ÓÔÁ×ÎÙÍ | ÅÓÔØ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ïäîéíé çìáúáíé ïôëòùìé ôåïòåíõ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÔÅÏÒÉÉ
ÞÉÓÅÌ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:

ëÏÌØÃÏ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, Á ÐÏ
ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ | Ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.

á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ Ó ×ÁÍÉ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÔËÒÙÔØ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÞÕÔØ ÐÏ-
ÓÌÏÖÎÅÅ. îÏ Ñ ×ÅÒÀ × ÓÉÌÕ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÁ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: óõííù ë÷áäòáôï÷
ÍÏÄÕÌØ: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...
ñ ÂÕÄÕ ÍÅÎÑÔØ ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. á ×Ù ÎÁÂÌÀÄÁÊÔÅ ÚÁ Ë×Á-

ÄÒÁÔÁÍÉ, 4 ÂÅÌÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ ÒÅÛ£ÔËÏÊ | ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ
×ÎÕÔÒÉ ÎÉÈ ÕÚÏÒÙ, É ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ.

ïÂÝÁÑ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ 4n+1, ÔÏ ÕÚÏÒ ÅÓÔØ, Á ÅÓÌÉ
× ×ÉÄÅ 4n+ 3 | ÎÅÔ.

íÙ ÓÅÊÞÁÓ Ó ×ÁÍÉ ×ÐÌÏÔÎÕÀ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉÓØ Ë ÏÔËÒÙÔÉÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ðØÅÒÁ
æÅÒÍÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ: × ÓÌÕÞÁÅ Ò = 4n+ 3, ËÏÇÄÁ ÒÅÛ£ÔËÁ ÐÕÓÔÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÌÙÍ
ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÕÚÌÙ ÒÅÛ£ÔËÉ:

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ÍÏÄÕÌØ: 11
| ÍÙ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ

ÞÉÓÌÁ × ÕÚÌÁÈ | ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. á ÎÉËÁËÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÅÔÏÞËÉ ÎÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ.

óÁÍÁ ÓÏÂÏÊ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ:
îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n+ 3, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.
á ËÁË ÂÙÔØ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ×ÉÄÁ 4n + 1? åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ×

ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ËÁÒÔÉÎËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 20
ÍÏÄÕÌØ: 13
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óÅÔËÁ √ ,
Á ÉÍÅÎÎÏ, | ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÐÒÉÞ£Í, × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ | ÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÞÅÔ×ÅÒÔÉÎ-

ËÕ, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ×ÉÄÁ 4n+ 1 ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ × ÜÔÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉÎËÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò (×
ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ò = 13 = 22 + 32). íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÏÊ

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ:
ó÷ïêóô÷á: ðòïóôïå
2 ÷ÁÒÉÁÎÔÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ 4n− 1 ;
ÐÏÔÏÍ 4n+ 1;
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 291.
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ËÁÒÔÉÎÁ ÐÕÓÔÁÑ | ÎÕÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ, ÞÉÓÅÌ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
íÙ ÓÅÊÞÁÓ Ó ×ÁÍÉ çìáúáíé ÏÔËÒÙÌÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ \òÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ"

| Ï ÎÅÊ ÂÙÌÁ Õ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ñÎÁ óÔÀÁÒÔÁ × 9-Í ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ \ë×ÁÎÔ" ÚÁ 1991 ÇÏÄ,
ÓÔÒ. 12-19:

÷ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 4n + 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.
(ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÀÄÁ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÁËÖÅ É ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ 2 = 12 + 12.)

ðÏ ×ÅÒÓÉÉ ñÎÁ óÔÀÁÒÔÁ, ðØÅÒ æÅÒÍÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÁË ÒÁÚ ÐÏÄ îÏ×ÙÊ ÇÏÄ, ÐÏÞÔÉ
ËÁË É ÍÙ Ó ×ÁÍÉ2 (ÎÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÁÓ, ÏÎ Å£ äïëáúáì).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÛÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÷óå ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ
4n + 1 , é ôïìøëï ïîé, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÎÏ õ÷éäåôø, ÔÏ ÅÓÔØ
ïôëòùôø ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÎÉ ÎÁÍ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ðïíïçìé.

äÁÌØÛÅ Ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÏÔ ×ÁÓ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ ÏÔËÒÙÔÉÑ, ÍÏÖÅÔÅ ÎÅÍÎÏÖËÏ ÏÔÄÏÈÎÕÔØ.

÷ïú÷òáýáåíóñ ë âáúï÷ïíõ ïôïâòáöåîéà ðéóáôåìñ-þéôáôåìñ

óÅÊÞÁÓ Ñ ×ÁÍ ÒÁÓÓËÁÖÕ ÏÂ ÏÄÎÏÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏ×£Ì ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÕÞ£ÎÙÊ, ×Å-
ÄÕÝÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË ÷ã áî, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅÄÁ×ÎÏ ÕÛÅÄÛÉÊ ÏÔ ÎÁÓ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ áÌÅËÓÁÎÄÒ
áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ úÅÎËÉÎ.

óÁÎ óÁÎÙÞ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÚÍÅÎÑÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÉÓÁÔÅÌÑ-
ÞÉÔÁÔÅÌÑ É ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÚÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ðÉÓÁÔÅÌÑ-þÉÔÁÔÅÌÑ

2ìÅËÃÉÑ ÐÒÏÞÉÔÁÎÁ 4 ÄÅËÁÂÒÑ 2010 Ç. | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ó×ÏÊÓÔ×Á: ë÷áäòáô
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 200
õ÷åìéþé÷áôø ëïìéþåóô÷ï óôïìâãï÷: √ % ÓÍ. ÓÒÁÚÕ ÐÏÄ ÔÁÂÌÉÃÅÊ
õâòáôø óåôëõ
íÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ úÅÎËÉÎÁ. óÁÎ óÁÎÙÞ ×ÙÄÅÌÑÌ Ä×Á

ÔÉÐÁ ÐÁÒÁÂÏÌ. ïÄÎÉ ÉÚ ÎÉÈ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ \ËÏÍÅÔÁÍÉ" | ÏÎÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÞÉÓÌÏ×ÏÍ
\ËÏÓÍÏÓÅ", ÐÒÉÌÅÔÁÑ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ÄÒÕÇÉÅ \ÓÏÌÉÔÏÎÁÍÉ"3 - ÜÔÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÏÄÉÎÏÞÎÙÍ
×ÏÌÎÁÍ, ÇÏÒÄÏ É ÎÅÏÔ×ÒÁÔÉÍÏ, ËÁË ÃÕÎÁÍÉ, ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ. % ÐÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÖÉÍÁÑ
óôïð.

óÁÎ óÁÎÙÞ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇ ÂÙ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ðÉÆÁÇÏÒ, ÅÓÌÉ ÂÙ × ÅÇÏ
ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÂÙÌÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ. ÷ ÞÅÓÔØ ðÉÆÁÇÏÒÁ Ó×ÏÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉ-
ËÁÍÉ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ óÁÎ óÁÎÙÞ ÎÁÚÙ×ÁÌ ðéæïçòáííáíé. ðÉÆÏÇÒÁÍÍÙ á. á. úÅÎ-
ËÉÎ ÐÒÉÍÅÎÑÌ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÷ÁÒÉÎÇÁ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÈÓÑ Ñ
ÏÔÓÙÌÁÀ Ë ÅÇÏ ËÎÉÇÅ \ëÏÇÎÉÔÉ×ÎÁÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÁ", ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÛÌÁ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å
\îÁÕËÁ" × 1991 ÇÏÄÕ, É × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Õ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÌ Ï ×ÉÚÕÁÌÉÚÁÃÉÑÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÁÂÓÔÒÁË-
ÃÉÊ. á. á. úÅÎËÉÎÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Ó ×ÁÍÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ:

\ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ | ÜÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ É ÐÒÏÓÔÏ ËÒÁÓÉ×Ï".
óÅÊÞÁÓ Ñ ×ÁÍ ÐÏËÁÖÕ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÕÀ ÍÎÏÀ ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÑ úÅÎËÉÎÁ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 100
ó×ÏÊÓÔ×Á: ÆÉÇÕÒÎÙÅ
ÐÏÒÑÄÏË = 3
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 100
éúíåîñôø: √ % ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÓÔÏÌÂÃÏ×!
| Ä×Á ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
ðÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ \×ÚÒÙ×ÁÅÔÓÑ" É ÎÁ-

ÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ \ÓÏÚ×ÅÚÄÉÑ", ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÊ ×ÉÒ-
ÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÉÒ.

ïÞÁÒÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÍÉÒÏÍ, ÍÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÈÕÄÏÖÎÉË áÌÅËÓÁÎÄÒ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ ðÁÎËÉÎ (ÏÎ, ËÓÔÁÔÉ,
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÄÅÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ É ×Ù ÐÏÓÌÅ Å£ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔÅ Ë ÎÅÍÕ ÐÏÄÏÊÔÉ É ÚÁÄÁÔØ Ó×ÏÉ
×ÏÐÒÏÓÙ), ÐÒÏ×£Ì ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. îÅ ÂÕÄÕÞÉ ÐÏ ÐÒÏÆÅÓÓÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ, ÏÎ, ÔÅÍ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ ×ÏÐÌÏÔÉÌÓÑ
× ÅÇÏ ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ \ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ ÒÑÄÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ" (ÓÍ. ÒÉÓ. 9).

3\óÏÌÉÔÏÎ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÕÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ×ÏÌÎÁ". | ðÒÉÍ. ÒÅÄ."
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òÉÓ. 9

üÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÜËÓÐÏÎÉÒÕÅÔÓÑ × ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÁÌÏÎÁÈ ÇÏÒÏÄÁ íÏÓË×Ù.
þÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,

..., × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, Á Ä×Á ÐÅÒ×ÙÅ
ÒÁ×ÎÙ 1. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÌÁ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÒÏÌÉËÁÈ ÉÔÁÌØÑÎÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ìÅÏ-
ÎÁÒÄÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ (ÏË. 1170 { ÐÏÓÌÅ 1228), ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÒÁÚÍÅÓÔÉÌ × Ó×Ï£Í ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÍ
ÂÅÓÔÓÅÌÌÅÒÅ \ëÎÉÇÁ ÏÂ ÁÂÁËÅ", ÏÎÁ ×ÙÛÌÁ × 1202 ÇÏÄÕ.

óÕÔØ ÏÔËÒÙÔÉÑ á. æ. ðÁÎËÉÎÁ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÅ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
ã×ÅÔ: á÷ôï
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 5 % ×ÁÖÎÏ - ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ!
ó×ÏÊÓÔ×Á: ïþæÉÂ : 1. % ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ
îå Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× % - õÂÒÁÔØ!
îå éúíåîñôø
îÕÍÅÒÁÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏ×: Ó 1
ñ ÚÁÄÁÌ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÕ æÉÂÏÎÁÞÞÉ 5. úÄÅÓØ Ã×ÅÔÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎÙ 7

ÐÅÒ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. þÉÓÌÁ 1, 5, 21 ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ 3, 8, 13 - ÎÁ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ. ïËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ, ÐÏÄÏÂÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁ×ÎÏ
ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÞÉÓÌÕ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 8; 13; 21.
á. æ. ðÁÎËÉÎ ÜÔÕ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÒÉÓÕÑ ÒÁÚÎÏÃ×ÅÔÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÎÁ ÌÉÓÔÁÈ

ÂÕÍÁÇÉ. ëÏÇÄÁ ÏÎ Å£ Õ×ÉÄÅÌ, ÔÏ, ÕÄÉ×Ì£ÎÎÙÊ, ÐÏÛ£Ì Ë Ó×ÏÅÍÕ ÄÒÕÇÕ á. á. úÅÎËÉÎÕ. ôÏÔ ÐÏÄÔ×ÅÒ-
ÄÉÌ: \äÁ, áÌÅËÓÁÎÄÒ æ£ÄÏÒÏ×ÉÞ, ÔÙ ÓÄÅÌÁÌ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ". á. á. úÅÎËÉÎ
×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÌ ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÈÕÄÏÖÎÉËÏÍ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ. úÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ Ñ ÏÔÓÙÌÁÀ Ë ÓÔÁÔØÅ é. æ. áËÕÌÉÞÁ \îÁ ×ÅÒÎÉÓÁÖÅ ËÁË-ÔÏ ÒÁÚ:" ×Ï 2-Í
ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×" ÚÁ 2010 ÇÏÄ, ÓÔÒ. 56-63.

ëÒÏÍÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÎËÉÎÁ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÉÓÁÔÅÌÑ-ÞÉÔÁÔÅÌÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÚÁ-
ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. \ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÎÁËÏÎÅÞÎÉËÏÍ", × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÓÔÒÁÉ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏ-
ÎÁÞÞÉ, ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ÈÉÍÉË ÷ÁÌÅÒÉÊ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ îÉËÁÎÏÒÏ× É ÍÁÔÅÍÁÔÉË ëÁÍÉÌØ éÂÒÁÇÉÍÏ-
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×ÉÞ âÁÈÔÉÑÒÏ×. üÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× ÔÁÂÌÉÃÙ
ÒÁ×ÎÏ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 10; 16; 26; 42. % ÐÏËÁÚÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÎÁËÏÎÅÞÎÉËÁÍÉ
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÍ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ËÌÁÄÅÚØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×. äÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ
ÎÁÚÙ×ÁÀ \÷³óìáíé". îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÔÁËÉÈ ×£ÓÅÌ 5, ÐÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉ-
ÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅÓÌÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ. % ÐÏËÁÚÁÔØ 5 ÔÒÏÅË.
ðÒÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÏÌÂÃÏ× ÔÁÂÌÉÃÙ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÝÕÝÅÎÉÅ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ
ÎÅ×ÉÄÉÍÙÊ ÍÞÉÔÓÑ × ×ÅÎÅÃÉÁÎÓËÏÊ ÇÏÎÄÏÌÅ, ÒÁÚÍÁÈÉ×ÁÑ ×£ÓÌÁÍÉ.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 111
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 100
õ÷åìéþé÷áôø ëïìéþåóô÷ï óôïìâãï÷
õÂÒÁÔØ óåôëõ
ã×ÅÔ: fg = þ³òîùê
bg = ó÷åôìï-çïìõâïê (I ÒÑÄ)
îÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ É ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ:

×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÅÔ ËÁÖÄÙÊ, ÄÁÖÅ ÎÅ ÂÕÄÕÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ!
åÝ£ ÏÄÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÌÉÒÉËÏ-ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ.
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 60
ÍÉÌÌÉÓÅËÕÎÄÙ = 2000
ó÷ïêóô÷ï: ë÷áäòáô
ÎÁÖÁÔØ: ðòéíåîéôø, ðõóë | É ÓÒÁÚÕ óôïð!
ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÐÒÏÓÔÉÒÁÀÝÕÀÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌÅËÏ ×ÎÉÚ: ÚÎÁ-

ËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, ÐÏ×£ÒÎÕÔÙÊ ÎÁ 90Ï. ÷ ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÷óå ÞÉÓÌÁ |
ÜÔÏ ËÏÌÙÂÅÌØ \ÃÉ×ÉÌÉÚÁÃÉÉ ÞÉÓÅÌ". \÷ÄÏÈÎ£Í × ÎÅ£ ÖÉÚÎØ":

ÎÁÖÁÔØ: ðõóë
ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÁÌÉ ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ × Ä×Á ÓÔÏÌÂÃÁ, × ÔÒÉ É Ô.Ä: åÓÌÉ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÕÀÓÑ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ, ÐÏ ÍÅÒÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÏÌÂÃÏ×,
ËÁÖÄÙÊ Þ£ÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉË × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÏÐÁÄ£Ô × ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ | ÐÒÉ×ÙÞÎÙÊ ÎÁÍ ÒÑÄ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÁ ÓÔÒÏËÁ | \ËÌÁÄÂÉÝÅ" ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÐÁÄÕÔ ÔÕÄÁ, ÖÉÚÎØ
ÚÁÍÒ£Ô, ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ×ÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÏÐÕÓÔÅÅÔ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÙ \îÅÂÙÔÉÅ" { \öÉÚÎØ" É \öÉÚÎØ" { \îÅÂÙÔÉÅ" ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙ: ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÅÂÅ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ É ÄÁÖÅ ÓÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ.
÷ÔÏÒÏÊ ÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄ (\öÉÚÎØ" { \îÅÂÙÔÉÅ") | ÎÅÔ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÍÙ Ñ ÐÏËÁÖÕ ×ÁÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ-ÈÕÄÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ.
÷ÓÅ ÏÎÉ - ëòáóé÷ùå ôåïòåíù.

üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \éììàúéñ ÷ùðõëìïóôé":
õâòáôø: õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ËÏÌ-×Ï ÓÔÏÌÂÃÏ× - îå Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ!
íáè ËÏÌ. ÓÔÏÌÂÃÏ× = 291
ã÷åô:
bg = óåòùê (× ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÁÌÉÔÒÙ)
ïôïâòáöåîéå: õìáí & sqrt
ó÷ïêóô÷á: ë÷áäòáô
÷ÁÌÅÒÉÊ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞ îÉËÁÎÏÒÏ× ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏ×ÅÒÎÕÔØ ÇÏÌÏ×Õ ÎÁ 90Ï, ÔÏ ÉÌÌÀÚÉÑ

×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ × ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÉ ÜÔÏÇÏ ÒÉÓÕÎËÁ ÉÓÞÅÚÁÅÔ.
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üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \úíåé":
ã÷åô:
fg = ëòáóîùê
bg = þ³òîùê
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ëÁÎÔÏÒÁ-íÅÂÉÕÓÁ
ó×ÏÊÓÔ×Á: ìéîåêî
Á = 41
b = 20
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \âòáôóëáñ íïçéìá ðáòáâïì" | ÚÄÅÓØ ÍÎÏÇÏ \ÐÌÉÔ", ÎÁ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÙ ËÒÁÓÎÙÅ \ÐÁÒÁÂÏÌËÉ":
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: óõííá ëõâï÷
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \ðáòþá":
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: óõííá ë÷áäòáôï÷
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \óïìîãå":
ã÷åô: fg = ñòëï ö³ìôùê
bg = ëòáóîùê
ó×ÏÊÓÔ×Á: n ∧ 2 = b (mod a)
÷ ÐÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ | ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ.
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \íáòçáòéôëé":
ã÷åô: fg = âåìùê
bg = úåì³îùê (4 ÒÑÄ, 3 ÓÔÏÌÂÅÃ)
ó÷ïêóô÷á: óõííù ãéæò
óÕÍÍÁ: 23
üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: \âì³óôëé îá ÷ïìîáè":
ã÷åô: bg = óéîéê
ïôïâòáöåîéå: ë÷áäòáôù
÷ÎÉÚÕ | ÏÐÑÔØ \ÐÒÉ×ÅÔ ÉÚ úÁÚÅÒËÁÌØÑ", ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ.
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: Á ÎÁÄÏ ÌÉ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÜÔÉ ×ÓÅ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ? îÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÌÉ ÉÍÉ ÐÒÏÓÔÏ ÌÀÂÏ×ÁÔØÓÑ?



éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

ïÔ ÒÅÄÁËÃÉÉ

ïÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÏÓÔÁ×Á ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÏÊ ËÏÌÌÅÇÉÉ

ðÏ ÉÔÏÇÁÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÏÊ ËÏÌÌÅÇÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÑ" × ÓÏÓÔÁ× ÒÅÄËÏÌÌÅÇÉÉ ÉÚÂÒÁÎ ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ× áÌÅËÓÅÊ ñËÏ×ÌÅ×ÉÞ, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ
ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. ðÏÚÄÒÁ×ÌÑÅÍ É ÖÅÌÁÅÍ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÙ!

úÁÍÅÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÞÁÔËÉ × � 1(61), 2012 Ç.

óÔÒ. 41, 16-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ ËÕÒÓÉ×ÏÍ: ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ ×ÓÅ × ÐÏÒÑÄËÅ, É

ÐÒÉÎÑÔÉÅ ÅÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÎÅ ÕËÒÁÛÁÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ (É ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÏÚÄÁÌÙÈ) ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÊ É ÏÇÏ×ÏÒÏË

äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÅÚ ËÕÒÓÉ×Á: ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ ×ÓÅ × ÐÏÒÑÄËÅ,
É ÐÒÉÎÑÔÉÅ ÅÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÎÅ ÕËÒÁÛÁÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ (É ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÏÚÄÁÌÙÈ) ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÊ É ÏÇÏ×ÏÒÏË

óÔÒ. 41, 8-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ: f(x)0
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ: f(x0)

óÔÒ. 42, 7-Ñ ÓÔÒÏËÁ Ó×ÅÒÈÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ: x0 → x0
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ: {xn} → x0

14-Ñ ÓÔÒÏËÁ Ó×ÅÒÈÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ: |f(x)− f(x0)| ≥ "|
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ: |f(x)− f(x0)| ≥ "

15-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ: (fx0)!
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ: f(x0)

8-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ:

f(x)
{

äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ:
f(x) =

{

óÔÒ. 45, 4-Ñ ÓÔÒÏËÁ Ó×ÅÒÈÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ ËÕÒÓÉ×ÏÍ: åÓÌÉ f(x) = x3, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÉÌÉ

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ �x:
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÅÚ ËÕÒÓÉ×Á: åÓÌÉ f(x) = x3, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÉÌÉ

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ �x:
68
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óÔÒ. 45, 17-Ñ ÓÔÒÏËÁ Ó×ÅÒÈÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ: (f ′′x0)
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ: f ′′(x0)

óÔÒ. 45, 15-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ:

y′′(t0) = f ′′('(t0))('′(t0))2 + f ′('(t0))'′′(t0)(�t)2:
äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ:

y′′(t0) = f ′′('(t0))('′(t0))2 + f ′('(t0))'′′(t0):

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÔÒ. 45 É Ä×Å ÐÅÒ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÒ. 46:
îÁÐÅÞÁÔÁÎÏ:

d2y = '′′(t)dt2 + '′(t)d2t+ f ′′('( (�)))('′( (�)) ′(�)��)2 + +f ′('( (�)))('′′( (�)) ′(�)��)2+

+'′( (�)) ′′(�)(��)2) = f ′′('(t))('′(t)dt)2 + f ′('(t))('′′(t)�t2 + '′(t)d2t) =
f ′′(x)dx2 + f ′(x)d2x:

äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ:
d2y = y ′′(�)(M�)2 =f ′′('( (�)))('′( (�)) ′(�)M�)2+

+f ′('( (�)))
(
'′′( (�))( ′(�)M�)2 +'′( (�)) ′′(�)(M�)2) =

=f ′′('(t))('′(t)dt)2 + f ′('(t))
(
'′′(t)dt2 + '′(t)d2t

)
= f ′′(x)dx2 +f ′(x)d2x.
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