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ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÑÄ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ á. à. ü×ÎÉÎÁ × ÎÁÛÅÍ ÖÕÒÎÁÌÅ, ÐÏ-
Ó×ÑÝÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ (�� 2(33), 3(34), 4(35)). ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-
ÎÙ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÙ | ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÅÄÕÝÉÅ ÓÅÂÑ ÎÁÉÈÕÄÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

÷ÅÓØÍÁ ÏÂÝÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ.
ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ e ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w(e); ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ×ÅÓÏÍ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ÷ÅÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ E
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:

w(X) =
∑

e∈X
w(e):

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ J ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ∈ J ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ.

ðÏÄÏÂÎÙÊ ×ÉÄ ÉÍÅÀÔ ÉÌÉ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ,
ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÍ ÄÅÒÅ×Å É ÄÒÕÇÉÅ.

öÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÐÒÉÞ£Í ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á E, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ Ë ÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ J), ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ.

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [1, 2], ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
〈E; J〉 | ÍÁÔÒÏÉÄ.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÏÄÎÁËÏ ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÖÁÄÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÁËÔÉËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ: ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÚÎÁ-
ÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÕÞÛÅ� ÎÁÉÈÕÄÛÉÈ É ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ ÔÏÞÎÙÈ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÒÕÇÉÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ.

üÔÏ ÍÎÅÎÉÅ ÐÏÄËÒÅÐÌÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÏ �ÈÏÒÏÛÅÍÕ
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÀ� ÖÁÄÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ.

ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁ-
ÆÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÁÉÈÕÄÛÅÍÕ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

ðÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏÔ ÆÅÎÏÍÅÎ ÂÙÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ Gregory Gutin É Anders
Yeo × 2001{2005 ÇÇ. íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÈ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ [4{6].

2. áÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÙ É I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÙ

ðÕÓÔØ E | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á J | ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×,
ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. áÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ | ÜÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ 〈E; J〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ w : E → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ
ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ.

ïÂÙÞÎÏ ÐÁÒÁ 〈E; J〉 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ [1]. óÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.
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ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ1, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ×Ù-
ÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Á J | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. öÁÄÎÙÊ
ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÒÅÂÒÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ, ÎÅ ÓÍÅÖÎÏÅ Ó ÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ
Ò£ÂÒÁÍÉ. ÷ÅÓÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ×ÅÓÏ× Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ K3;3 ÍÁÔÒÉÃÁ
×ÅÓÏ× ÔÁËÏ×Á: 


4 5 5
5 8 9
5 9 12


 :

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÅÒÅÔ Ò£ÂÒÁ ×ÅÓÁ 4, 8 É 12, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ
ÞÅÇÏ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ×ÅÓÁ 24. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁ-
ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ×ÅÓ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÖÁÄÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë ÎÁÉÈÕÄÛÅÍÕ ÉÚ
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

G. Gutin É A. Yeo [5] ÎÁÛÌÉ ×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÁÒÁ 〈E; J〉
ÂÙÌÁ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
I-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ 〈E; J〉, ÇÄÅ E | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; J | ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E (ÜÌÅÍÅÎÔÙ J ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

(J0) ∅ ∈ J ;

(J1) ÅÓÌÉ A ∈ J É B ⊂ A, ÔÏ B ∈ J ;

(J2) ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ
ÍÏÝÎÏÓÔØ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÏÉÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ I-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ.
ðÕÓÔØ S | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I(S) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÉÚ E \ S, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ë S ÄÁ£Ô ×ÎÏ×Ø ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. éÔÁË,

I(S) = {x ∈ E \ S | S ∪ x ∈ J}:

I-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï 〈E; J〉 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ, ÅÓÌÉ

(J3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ B′ = {x1; : : : ; xk}, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ

k−1∑

j=0
|I({x1; x2; : : : ; xj}) ∩B| < k(k + 1)

2 : (∗)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (∗) ×ÁÖÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B′. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÜÌÅÍÅÎÔ xi ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B′ ÎÁ i-Í ÛÁÇÅ ÒÁÂÏÔÙ ÖÁÄÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

íÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ | ÒÁÎÇ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÁ. åÓÌÉ ÒÁÎÇ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2, I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ | ÎÅÔÒÉ-
×ÉÁÌØÎÙÊ.

G. Gutin É A. Yeo ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉ-
ÄÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÁ 〈E; J〉 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÅÓÏ×ÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ w : E → N, ÞÔÏ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÎÁÉÈÕÄÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (Ô. Å. ÒÅÛÅÎÉÅ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ) ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ B′ = {x1; : : : ; xk} | ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (J3). ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:
Ii = I({x1; : : : ; xi}). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ik = ∅ É

Ik−1 ⊂ Ik−2 ⊂ · · · ⊂ I1 ⊂ I0:
1áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚÌÏÖÅÎ × [3].
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ w ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ M ÂÏÌØÛÅ ÒÁÎÇÁ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÁ k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÐÏÌÏÖÉÍ w(xj) = jM . åÓÌÉ

ÜÌÅÍÅÎÔ x ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÂÁÚÉÓ B′, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x ∈ Ij−1 \ Ij ; × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ w(x) = 1 + jM .

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ, ËÁË ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ×ÅÓ ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x1, ÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ. äÁÌÅÅ
×ÙÂÏÒ ×ÅÄ£ÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I1. åÓÌÉ x ∈ I1\I2 É x 6= x2, ÔÏ w(x) = 1+2M > 2M =
= w(x2). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ x2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ-

×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÎÁ j-Í ÛÁÇÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ xj .
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÔÒÏÉÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÂÁÚÉÓ B′. úÁÍÅ-

ÔÉÍ, ÞÔÏ

w(B′) =
k∑

j=1
jM = k(k + 1)

2 ·M:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B = {y1; : : : ; yk} | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ B′. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊ-
Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ai, ÞÔÏ yi ∈ Iai−1 \ Iai . ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ
ÔÁË, ÞÔÏ a1 ≤ · · · ≤ ak. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ yi = xai , ÔÏ w(yi) = aiM ; ÅÓÌÉ ÖÅ yi 6= xai ,
ÔÏ w(yi) = aiM + 1. ïÔÓÀÄÁ

w(B) =
k∑

i=1
w(yi) ≤

k∑

i=1
(aiM + 1) ≤ k +M

k∑

i=1
ai:

÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ yi ∈ Iai−1\Iai , × ÓÕÍÍÅ
k−1∑
j=0

|Ij∩B| ÜÌÅÍÅÎÔ yi ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ j = 0; 1; : : : ; ai−1 |

×ÓÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ ai ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ
k−1∑
j=0

|Ij ∩B| =
k∑
i=1

ai É

w(B) ≤ k +M
k∑

i=1
ai = k +M

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| ≤ k +M

(k(k + 1)
2 − 1

)
= k −M + w(B′) < w(B′):

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ B′, ÍÅÎØÛÅ ×ÅÓÁ B′. úÎÁÞÉÔ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ, ÓÔÒÏÉÔ (É ÐÒÉ ÔÏÍ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ! 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÒÁÎÇÁ k ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÏ× B É B′ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (∗). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÂÁ-
ÚÉÓÅ B ÎÁÊÄ£ÔÓÑ k−j ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x1; : : : ; xj} ⊂ B′ ÄÏ ÂÁ-
ÚÉÓÁ ÍÁÔÒÏÉÄÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ k−j ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ij . ðÏÜÔÏÍÕ |Ij∩B| ≥ k−j É

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| ≥ k + (k − 1) + · · ·+ 1 = k(k + 1)

2 :

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (J3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÎÅ-
ÌØÚÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, ÏÓÔÁ×É× × ÓÉÌÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; ek É Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ

E = {e1; e2; : : : ek; 2e1; 2e2; : : : ; 2ek}:

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× B É B′ = {x1; : : : xk}
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |Ij ∩B| = k− j (ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ j). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ
j ×ÅËÔÏÒÏ× x1; : : : xj × ÂÁÚÉÓÅ B′, ÔÏ × ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ k−j ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
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ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× x1; : : : ; xj , Á ÚÎÁÞÉÔ ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ij . óÔÁÌÏ
ÂÙÔØ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| = k + (k − 1) + · · ·+ 1 = k(k + 1)

2 :

3. ðÒÉÍÅÒÙ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏ×

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (ÔÒ£È ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× ÎÁ
ÔÒÉ ÒÁÂÏÔÙ) ÖÁÄÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÎÁÉÈÕÄÛÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ. äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. úÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ, × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ × ÒÏÌÉ ÂÁÚÉÓÏ× ×ÙÓÔÕÐÁÀÔ
ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. ÷ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ (J0), (J1), (J2) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ É (J3).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ B′ É B. ðÕÓÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-
ÎÉÅ B′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ò£ÂÅÒ e1 = x1y1; : : : ; ek = xkyk.ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ij ∩ B ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ò£ÂÒÁ ÉÚ
ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ B, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÐÏÄÇÒÁÆ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
xj+1; yj+1,. . . , xk; yk. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÉÈ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k − j ÛÔÕË. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
Ò£ÂÅÒ ÒÏ×ÎÏ k−j, ÔÏ, ÐÅÒÅÂÉÒÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ j ÐÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÀ ÏÔ k−1 ÄÏ 1, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ:
ek ∈ B; ek−1 ∈ B; : : : ; e1 ∈ B. îÏ ÔÏÇÄÁ B = B′. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ B 6= B′ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ i, ÞÔÏ
|Ii ∩B| < k − i. ðÏÜÔÏÍÕ

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| <

k−1∑

j=0
(k − j) = k(k + 1)

2 :

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (∗) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. 2

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á
ÃÉËÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ É ÎÁ ×ÅÓÁ
ÅÇÏ ÄÕÇ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ. ôÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ.

÷ ÚÁÄÁÞÅ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ × ÒÏÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÕÇ (ÉÌÉ Ò£ÂÅÒ) ÇÒÁÆÁ,
Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÕÇÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ò£ÂÒÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ
ÄÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ. ÷ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ (J0), (J1) É (J2) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ É (J3).

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ G ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÄÕÇ2 Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V = {1; 2; : : : ; k} ÐÏÓÔÒÏÉÍ
(ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ) Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G′ Ó ÄÏÌÑÍÉ V1 = {x1; x2; : : : ; xk} É V2 = {y1; y2; : : : ; yk}.
ëÁÖÄÁÑ ÄÕÇÁ ij ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÅÂÒÏ xiyj Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ
×ÅÓÁ. çÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ. ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÑËÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × G′ ÚÁÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å V . åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ (× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ),
ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ × G. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÍÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÀ × G′ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ×, ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G.

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ) ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ij ∩B ÎÅ
ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗) ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÅÇÏ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ É × ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÍ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÅ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. áÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ | I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ.
2÷ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ.
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4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ

ðÏÄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ (óúë) ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ × ÐÏÌÎÏÍ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. ÷ Ó×ÏÉÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑÈ [5] É [4]
G. Gutin É A. Yeo ÄÏÐÕÓÔÉÌÉ ÏÛÉÂËÕ, ÏÔÎÅÓÑ ÄÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÁÍ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [6]
ÏÛÉÂËÁ ÂÙÌÁ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÁ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ óúë ÎÅ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄ, ÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ×ÅÓØÍÁ
ÂÌÉÚËÁ Ë ÎÅÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ, ÓÌÅÇËÁ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×Á× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ (ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 4 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ)
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ I-ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ B′ = {e1; e2; e3; e4; : : : ; ek} ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (J3)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → · · · → k → 1, ×ÚÑÔÙÈ
× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ B ×ÏÚØÍ£Í Ò£ÂÒÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ 1 → 3 → 2 →
→ 4 → 5 → · · · → k → 1.

ðÏÓËÏÌØËÕ e1 =∈ B, ÉÍÅÅÍ I1 ∩B = B É |I1 ∩B| = n.
äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ò£ÂÒÁ 13, 32 É 24 ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I2 (ÔÁË ËÁË ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ

Ò£ÂÅÒ ×ÍÅÓÔÅ Ó Ò£ÂÒÁÍÉ 12 É 23 ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ), Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
Ò£ÂÒÁ ÉÚ B ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ I2. úÎÁÞÉÔ, |I2 ∩B| = k − 3.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ j ≥ 3 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Ij ∩B = B \ {e1; e2: : : : :ej} É |Ij ∩B| = k − j.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| = k + k + (k − 3) + (k − 3) + (k − 4) + · · ·+ 1 = k(k + 1)

2 :

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (J3) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 5. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÍÍÉ×ÏÑÖ£ÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ B′ = {e1; e2; e3; e4; : : : ; ek} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á
ÃÉËÌÁ 1 → 2 → 3 → 4 → 5 → · · · → k → 1, ×ÚÑÔÙÈ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ w ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ M ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ k. ðÏÌÏÖÉÍ w(e1) = 2M É w(ej) = jM

ÐÒÉ j > 1. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÂÁÚÉÓ B′, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e ∈ Ij−1\Ij ;
× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ w(e) = 1 + jM . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I0 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ E
×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, Á I1 = E \{e1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÐÏÌÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÂÒÁ ×ÈÏÄÑÔ
× ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ. ðÏÜÔÏÍÕ I0 \ I1 = {e1}, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ,
ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ e1 É e2, ÂÏÌØÛÅ 2M .

îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ×ÅÓÏ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ B′.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÛÁÇÁÈ ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÒÁÎÙ Ò£ÂÒÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ e1 É e2. îÁ j-Í
ÛÁÇÅ ×ÙÂÏÒ ×ÅÄ£ÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ij−1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ e ∈ Ij−1, ÎÏ e 6= ej , ÔÏ
w(e) > jM = w(ej). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ j-Í ÛÁÇÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏ ej .

ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÓ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ B′:

w(B′) = Mk(k + 1)
2 +M:

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ B 6= B′ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï:

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| ≤

{
k(k+1)

2 ; ÅÓÌÉ e1 =∈ B;
k(k+1)

2 − 1; ÅÓÌÉ e1 ∈ B:
(∗∗)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÃÅÎÉÍ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ij ∩B. åÓÌÉ e1 =∈ T , ÔÏ |Ij ∩B| = k.
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õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ |Ij ∩B| ≤ k − j. äÌÑ j = 0; 1 É k − 1 ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 2 ≤ j < k−1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ×ÈÏÄÉÔ × Ij ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÎÃÅ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÁÒÛÒÕÔÁ 1 → 2 → : : :→
→ j → j + 1, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ò£ÂÒÁÍÉ e1; e2; : : : ; ej , É ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á J = {2; 3; : : : ; j} ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Qj ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Ò£ÂÅÒ ÉÚ B, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á J . ðÕÓÔØ mj |
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × B, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ×ÈÏÄÑÔ × J . ôÏÇÄÁ |Qj | = 2|J | −mj , ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁ-
ÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÍÑ Ò£ÂÒÁÍÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÃÉËÌÁ B, É ÐÒÉ ÔÁËÏÍ
ÐÏÄÓÞ£ÔÅ mj Ò£ÂÅÒ ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ mj < |J | (ÉÎÁÞÅ ÐÏÄÇÒÁÆ, ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÎÙÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ mj Ò£ÂÒÁÍÉ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÅÓÏÍ), ÏÔËÕÄÁ |Qj | > |J | = j − 1, ÔÏ ÅÓÔØ |Qj | ≥ j.
ðÏÜÔÏÍÕ

|Ij ∩B| ≤ k − |Qj | ≤ n− j:
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ ea =∈ B′ (ÐÏÓËÏÌØËÕ B 6= B′, ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ 1 ≤ a ≤ k − 1). ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÒÛÒÕÔÁ B ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ:

1 → 2 → · · · → a− 1 → a→ b→ : : : ;
ÇÄÅ a+ 1 < b ≤ k.

åÓÌÉ a = 1, ÔÏ |Ib−1 ∩ B| < k − (b − 1), ÔÁË ËÁË ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ × B ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
b − 1 Ò£ÂÅÒ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ Qb−1 É ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, × Ib−1, Á, Ó×ÅÒÈ ÔÏÇÏ,
ÒÅÂÒÏ 1b ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × Ib−1.

åÓÌÉ ÖÅ a > 1, ÔÏ ea =∈ B É ma+1 = (a+ 1)− 3. ðÏÜÔÏÍÕ |Ia+1 ∩B| < k − (a+ 1).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÒÅÄÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× |Ij ∩B| ≤ n− j ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÔÒÏÇÏÅ.
ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ) ×ÏÚ-

ÎÉËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗∗). 2

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÏÚØÍ£Í ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÃÉËÌ B = {f1; : : : ; fk},
ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ B′. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ, ×ÈÏÄÉÔ ÒÅÂÒÏ e1 = 12 × ÂÁÚÉÓ B ÉÌÉ ÎÅÔ.

I. ðÕÓÔØ e1 =∈ B. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ai, ÞÔÏ fi ∈ Iai−1 \ Iai .
ðÒÉ ÜÔÏÍ w(fi) ≤ aiM + 1 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ e1 ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × B). ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÄÁÌÅÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÉÚ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

w(B) =
k∑

i=1
w(fi) ≤

k∑

i=1
(aiM + 1) ≤ k +M

k∑

i=1
ai = k +M

k−1∑

j=0
|Ij ∩B|:

ôÅÐÅÒØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ, ÉÍÅÅÍ:

w(B) ≤ k +M · k(k + 1)
2 < M +M · k(k + 1)

2 = w(B′):

II. ðÕÓÔØ e1 ∈ B. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a1 = 2 É
k−1∑
j=0

|Ij ∩B| =
k−1∑
i=0

ai − 1. ó ÕÞ£ÔÏÍ (∗∗) ×ÎÏ×Ø ÉÍÅÅÍ

k−1∑

i=0
ai = 1 +

k−1∑

j=0
|Ij ∩B| ≤ k(k + 1)

2 :

ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É ×ÙÛÅ, w(B) < w(B′).
íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ B′, ÍÅÎØÛÅ ×ÅÓÁ B′. 2
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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
á. ç. íÑËÉÛÅ×

îÏ×ÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ äÖ. ëÏÎ×ÅÅÍ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ Á×ÔÏÒÏÍ, ÐÏ-
Ú×ÏÌÑÅÔ ×ÙÑ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏ ËÒÁÓÉ×ÙÈ É ÇÌÕÂÏËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
É ÌÉÎÉÑÍÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÒÉ×ÙÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ), Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. óÔÁÔØÑ
ÐÕÂÌÉËÕÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÞÁÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

1. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

÷ 1998 ÇÏÄÕ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÏÎ ëÏÎ×ÅÊ ÐÏÒÁÄÏ×ÁÌ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÉ1 ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ [9].

òÉÓ. 1

÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó (ÒÉÓ. 1) ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ á÷ É áó ÏÔÌÏÖÉÍ (×Ï×ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÏÔ ÔÏÞËÉ á ÏÔÒÅÚËÉ, ÒÁ×ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÅ ÷ó. ëÏÎÃÙ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ
×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÁÀÔ Ä×Å ÎÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ A1 É A2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÉ B1, B2, C1, C2. îÅÓÌÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ2, ÞÔÏ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÓÌÕ-
ÖÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ëÏÎ×ÅÑ. ãÅÎÔÒ ÅÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ

√
r2 + s2, ÇÄÅ r | ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á

s | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ3.
1ðÏ ÎÙÎÅÛÎÉÍ ×ÒÅÍÅÎÁÍ, Ñ×ÌÅÎÉÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÒÅÄËÏÅ | ËÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌ ×ÎÏÓÉÔ Ó×ÏÀ ÌÅÐÔÕ

× üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ íÁÔÅÍÁÔÉËÕ. ëÏÎ×ÅÊ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏÚÄÁÌ ÓÔÏÌØËÏ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÈ ÛÅÄÅ×ÒÏ×, ÞÔÏ ÒÑÄÏÍ Ó ÎÉÍ
(ÓÒÅÄÉ ËÏÌÌÅÇ ÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ), ÐÏÖÁÌÕÊ, ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÇÏ.

2îÏ ÓÌÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÄÕÍÁÔØ ÎÏ×ÕÀ ÎÅÂÁÎÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ.
3ðÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ s ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÏÎÑÔÎÏ | ÏÔ ÓÌÏ×Á \semiperimeter". ïÔÅÞÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÖÅ Ò ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓÙ: ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÏÔ ÓÌÏ×Á \poluperimeter"?
9
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\á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÒÁ×ÎÙÅ ÓÔÏ-
ÒÏÎÅ ÷ó, ÎÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ á, Á ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÷ É ó?" | ÐÏÄÕÍÁÌÏÓØ ÏÄÎÁÖÄÙ ÍÎÅ.

á ÉÍÅÎÎÏ:
÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ á÷ó ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ á÷ É áó ÏÔÌÏÖÉÍ (×Ï×ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÏÔ ÔÏÞÅË ÷ É ó ÏÔÒÅÚËÉ, ÒÁ×ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÅ ÷ó (ÒÉÓ. 2). ëÏÎÃÙ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÅ
ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÁÀÔ Ä×Å ÎÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ Ca+ É Ba+ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÅÝÅ ÞÅÔÙÒÅ
ÔÏÞËÉ Ab+, Cb+, Bc+, Ac+ (ÜÔÉ ÔÏÞËÉ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÁÍÉ)4.

òÉÓ. 2

åÓÌÉ ÖÅ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÁËÖÅ É ×Ï×ÎÕÔÒØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÛÅÓÔÅÒËÕ ÍÉÎÕÓ-ÔÏÞÅË :

Ca−; Ba−; Ab−; Cb−; Bc−; Ac−:

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ, ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
éÚÕÞÅÎÉÀ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× É ÂÕÄÅÔ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÎÁÛÁ ÓÔÁÔØÑ.

2. ðÌÀÓ-ÔÏÞËÉ: ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÌÀÓ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÒÑÍÙÍÉ

(óa+, Ba+), (Ab+; Cb+), (Bc+; Ac+). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ +�.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. +� ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÅÎ �ABC , ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ H ′ | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ öÅÒÇÏÎÎÁ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. èÏÔÑ É ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ, ÏÄÎÁËÏ ÎÁÂÉ×ÛÉÅ ÏÓËÏÍÉÎÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÎÉÅÍ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ5 ÂÙÓÔÒÏ ×ÅÄÕÔ Ë ÃÅÌÉ. (ðÏÄÒÏÂÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÂÁÒÉ-
ÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [4], [7] | ÇÌ.14, [11]) îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ
ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ ∣∣∣∣∣∣

p q r
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
;

× ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, Á ×ÔÏÒÙÅ Ä×Å | Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞÅË (ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÙÈ). ôÏÇÄÁ, ÒÁÓËÒÙ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑ-
ÍÙÈ6).

4ëÁË ÐÏËÁÖÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÉ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÌÅÖÁÔ, ËÁË Õ ëÏÎ×ÅÑ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÎÏ ×ÓÅ-ÔÁËÉ
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ (Ô. Å. ËÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ).

5õ×Ù, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Á×ÔÏÒÕ ÏÔÙÓËÁÔØ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.
ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÀ: îÏ ÍÉÒ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÎÅ ÂÅÚ ÄÏÂÒÙÈ ÌÀÄÅÊ. ïÚÎÁËÏÍÉ×ÛÉÓØ Ó ÞÅÒÎÏ×ÉËÏÍ ÜÔÏÊ

ÓÔÁÔØÉ, áÒÓÅÎÉÊ áËÏÐÑÎ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÑ×ÉÌ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÌÀÓ-
ÔÏÞÅË | ÚÁ ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÅÍÕ ËÒÁÊÎÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÎÁÈÏÄËÁÈ áÒÓÅÎÉÑ ÓÍ. §15 | äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ.

6üÔÏ É ÅÓÔØ ÷ÅÌÉËÉÊ ðÒÉÎÃÉÐ ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
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òÉÓ. 3

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Ca+ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (−a : a+ c : 0), Á ÔÏÞËÁ Ba+ |
(−a : 0 : a+ b).

òÁÓËÒÙ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÕÍÎÏÖÉ× ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (ÅÓÌÉ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÖÅ-
ÌÁÎÉÅ), ÎÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÑÍÏÊ (óa+; Ba+): ((a+ b)(a+ c) : a(a+ b) : a(a+ c)).

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ
ÓÄ×ÉÇÁÍÉ, Ô. Å. ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÄ×ÉÇ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÓÈÅÍÅ p→ q → r → p, Á × ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ |
ÅÝÅ É ÓÄ×ÉÇ ÓÔÏÒÏÎ: a→ b→ c→ a.

ôÁË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÑÍÏÊ (Ab+; Cb+) ÐÒÉÍÕÔ ×ÉÄ (b(b+ a) : (b+ c)(b+ a) : b(b+ c)), Á ÐÒÑÍÏÊ
(Bc+; Ac+) | (c(c+ a) : c(c+ b) : (c+ a)(c+ b)).

ðÕÓÔØ A1 | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ (Ab+; Cb+) É (Bc+; Ac+). îÁÛ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌØ ×ÎÏ×Ø × ÒÁÂÏÔÅ, É ×ÏÔ ÏÎ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

A1 = (−a(b+ c)(a+ b+ c) : b(a+ c)(a+ b− c) : c(a+ b)(a+ c− b)):

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ á | (1 : 0 : 0), ÔÏ, ÚÁÐÕÓÔÉ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÝÅ ÒÁÚÏË, ÎÁÊÄÅÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÑÍÏÊ (AA1): (0 : c(a+ b)(a+ c− b) : b(a+ c)(a+ b− c)).

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ H ′ | ÎÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (Á
ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏ×ÁÑ ×ÏÚÎÉËÌÁ, ÍÙ ÓÐÒÁ×ÉÌÉÓØ ÂÙ Ó ÜÔÉÍ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ | ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ | ÓÍ. [11]), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÚÁ ÎÁÓ ÜÔÏ
ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÌ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇ | ÉÂÏ × üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÉ [10] ÓËÁÚÁÎÏ: H ′ ÓÕÔØ ÔÏÞËÁ X65 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

( a(b+ c)
b+ c− a : b(c+ a)

c+ a− b : c(a+ b)
a+ b− c

)
:

ðÏÄÓÔÁ×É× ÉÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ (AA1), ÐÏÌÕÞÉÍ: bc(a+ b)(a+ c)− bc(a+ b)(a+ c) = 0, Ô. Å.
H ′ ∈ (AA1).

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ ÐÒÑÍÙÍ. 2

÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÙ, ÉÍÅ-
ÀÝÉÅ ÂÌÉÚËÉÈ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÉËÏ×-ÔÒÏÊÎÑÛÅË. ôÁË, ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÎÙÍÉ ÕÚÁÍÉ Ó×ÑÚÁÎÁ
Ó ÔÒÅÍÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÍÉ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË öÅÒÇÏÎÎÁ | Ó ÔÒÅÍÑ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ öÅÒ-
ÇÏÎÎÁ É Ô. Ä.

÷ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÏÊÎÑÛËÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁÓ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ: ËÁÖÄÏÊ �ÐÌÀÓ�
-ÔÅÏÒÅÍÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÐÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÅÝÅ ÔÒÉ ÅÅ ÁÎÁÌÏÇÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ É ÍÉÎÕÓ-ÔÏÞËÉ.
÷ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÁÍ É �ÍÉÎÕÓ� -ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÁËÖÅ Ó ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ÔÒÏÊÎÑÛËÁÍÉ ×ÐÒÉÄÁÞÕ.
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òÉÓ. 4

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1′. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÒÑÍÙÍÉ (Ba−; Ca−), (Cb+; Ab−),
(Ac−; Bc+), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÍ Ë ÐÌÀÓ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ +�a.

ðÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÔÒÏËÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÂÏÌØÛÉÅ É
ÍÁÌÙÅ ÂÕË×Ù ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ (ÎÅ ÚÁÂÕÄÅÍ ÓÄ×ÉÇ ÐÁÒÙ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÕÀ, ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ), ÐÏÌÕÞÉÍ
Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ : +�b É +�Ó.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1′. +�a, +�b É +�Ó ÐÅÒÓÐÅËÔÉ×ÎÙ �ABC , ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÓÐÅËÔÏÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒ-
ÔÏÃÅÎÔÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× öÅÒÇÏÎÎÁ7.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÎÅ ÓÔÁÎÅÍ | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ
ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ Al, Bl, Cl | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË AlBlCl ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÓÓÅËÔÏÒÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �l.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË +� ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ �l.

ãÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ | ÔÏÞËÁ Z Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a(b+ c) : b(c+ a) : c(a+ b)) (ÏÎÁ ÖÅ {
ÔÏÞËÁ X37 ÐÏ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÕ [10]). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÕ) ÜÔÁ ÔÏÞËÁ
ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AGa, BGb, CGc, ÇÄÅ Ga, Gb, Gc | ÃÅÎÔÒÏÉÄÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ABlCl, BClAl, CAlBl ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ k = − abc

(a+b)(b+c)(c+a) (ÉÍÅÅÔÓÑ ×
×ÉÄÕ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ �l × +�).

òÉÓ. 5
7äÁÌÅÅ × ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ� ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ (ÔÅÏÒÅÍÁÈ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ

(ÏÄÎÕ) ÉÚ ÔÒÅÈ | ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÔÏÍÌÑÔØ É ÞÉÔÁÔÅÌÑ, É ÓÅÂÑ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ (ÐÅÒ×ÏÊ) ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ.



ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 13

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÕÂÅÄÉÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ (BlCl) É (Ca+Ba+) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ.

ìÅÍÍÁ 2.1 (Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÈ). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó É ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ áó ×ÙÂÒÁÎÙ
ÔÏÞËÉ B1, B2, Á ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ áó | C1, C2, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ (BB1)||(CC2), (CC1)||(BB2). ôÏÇÄÁ
(B1C1)||(B2C2).

òÉÓ. 6

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H(A; k1), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
ó1 → B, C → B2 É ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H(A; k2), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B1 → C, B → C2.

ôÏÇÄÁ [H(A; k2) ◦H(A; k1)](C1) = C2 É [H(A; k1) ◦H(A; k2)](B1) = B2.
îÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ | ÓÎÏ×Á ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ

H(A; k2) ◦H(A; k1) = H(A; k1) ◦H(A; k2)

| ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ. (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÍ. [2], [5]
É [7] | ÇÌ. 19.) 2

ìÅÍÍÁ 2.2. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ BBl ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ CCa+, Á ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ CCl | ÐÒÑÍÏÊ BBa+.

òÉÓ. 7

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË óa+BC | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ,

⇒ ∠BCa+C = � − (� − ∠B)
2 = ∠B2 = ∠BlBC; ⇒ (BBl)||(CCa+):

é ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÏÊ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ. 2

éÔÁË, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ É
ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏÓÔØ +� É �l.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Ba−Ca−)||(BLCL), ÇÄÅ BL; CL | ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÎÅÛÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ.

äÁÌÅÅ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Z = (a(b+ c) : b(c+ a) : c(a+ b)) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (A′Al). ôÁË
ËÁË A′ = (−a(b+ c)(a+ b+ c) : b(a+ c)(a+ b− c) : c(a+ b)(a+ c− b)) É Al = (0 : b : c), ÎÅÓÌÏÖÎÏ
ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÑÍÏÊ (A′; Al) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

(A′Al) = (bc(c− b) : −ac(b+ c) : ab(b+ c)):
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ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Z:

abc(b+ c)((c− b)− (a+ c) + (a+ b)) = 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Z ÌÅÖÉÔ É ÎÁ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.
îÁËÏÎÅÃ, ÓÏÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �

É � ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ

�(0; b; c) + �(−a(b+ c)(a+ b+ c); b(a+ c)(a+ b− c); c(a+ b)(a+ c− b)) =
= (a(b+ c); b(c+ a); c(a+ b)):

(òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å. ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ.)

òÉÓ. 8

üÔÉÍ ÍÙ ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË �(b+ c)Al É
�(−a(b+ c)(a+ b+ c) + b(a+ c)(a+ b− c) + c(a+ b)(a+ c− b))A′ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ Ó×ÏÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ
ÔÏÞËÕ Z. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ AlZ

ZA′ = �
� ·

S′A
SAl

(×ÔÏÒÁÑ ÄÒÏÂØ |
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÈ ÍÁÓÓ), ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÚÎÁË ÄÒÏÂÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÔÏ
Z ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ AlA′, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ×ÎÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÄÈÏÄÑÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � =
2(a+b)(a+c)
a+b+c , � = − 1

a+b+c . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, SAl = b+ c É S′A = (−a(b+ c)(a+ b+ c)+ b(a+ c)(a+ b− c)+
+c(a+ b)(a+ c− b)) = : : : (ÐÏÓÌÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ) = −2abc (ÞÔÏÂÙ ÂÙÓÔÒÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ a + b − c ËÁË a + b + c − 2c É a + c − b ËÁË a + b + c − 2b, Á ÚÁÔÅÍ Õ
ÞÁÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÙÎÅÓÔÉ a+ b+ c ÚÁ ÓËÏÂËÕ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, AlZZA′ = + abc

(a+b)(b+c)(c+a) , Ô. Å. ÔÏÞËÁ
Z ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ AlA′, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. 2
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2′. ðÕÓÔØ Al, Bl, Cl | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó, Á AL, BL, CL | ×ÎÅÛÎÉÈ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË AlBLCL ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÍ Ë ÂÉÓÓÅË-
ÔÏÒÎÏÍÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �a

l .
éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ôÅÏÒÅÍÁ 2.2′. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË +�a ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ �a

l . ãÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ |
ÔÏÞËÁ Za Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a(b+ c) : b(a− c) : c(a− b)). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AGa, BGb, CGc, ÇÄÅ Ga, Gb, Gc | ÃÅÎÔÒÏÉÄÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABLCL, BCLAl,
CAlBL ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÄÏÂÉÑ k =

∣∣∣ abc
(a−b)(b+c)(c−a)

∣∣∣ (ÉÍÅÅÔÓÑ ××ÉÄÕ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ �a

l × +�a).
3. íÉÎÕÓ-ÔÏÞËÉ: ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÕÓ-ÔÒÏÊËÏÊ ÔÒÏÊËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ: (óa−; Ba−),
(Ab−; Cb−), (Bc−; Ac−).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. íÉÎÕÓ-ÔÒÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ ÐÒÑ-
ÍÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÐÒÑÍÏÊ OI, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ.

òÉÓ. 9.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ.
îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÑ-

ÍÏÊ (óa−; Ba−). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Ca− ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
(a : Ó− a : 0), Á ÔÏÞËÁ Ba− | (a : 0 : b− a). ôÏÇÄÁ ÎÅÈÉÔÒÙÅ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (óa−; Ba−):

((a− c)(a− b) : a(a− b) : a(a− c)):
ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ, ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ:{

(a− c)(a− b)p+ a(a− b)q + a(a− c)r = 0
p+ q + r = 0

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÑ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ r = 1.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ (óa−; Ba−)∞ = (a(b− c) : b(c− a) : c(a− b))
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÞÅÔÙ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÄÁÄÕÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. 2

÷ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÅ [10] ÏÎÁ ÉÍÅÎÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ X513 É ÔÁÍ ÖÅ ÕËÁÚÁÎ ÏÄÉÎ ÄÉËÏ×ÉÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ
ÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ:

òÉÓ. 10
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òÉÓ. 11.

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ8 F , ÐÏÄ×ÅÒÇÎÅÍ ÅÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ H(G;−2)
(ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ × ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ F ′
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. åÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ É ÅÓÔØ X513.

îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅ-
ÎÉÑ.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÞËÕ ò × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÅÅ
ÞÅ×ÉÁÎÙ (Ô. Å. ÔÒÏÊËÕ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ) É ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÔÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÞÅ×ÉÁÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ, ÔÏ ÎÏ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔÓÑ ×
ÔÏÞËÅ Pl, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ò .

òÉÓ. 12.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ)
(ÓÍ. [8], Ú. 421).

÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ.
÷ÎÅÛÎÑÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÄÅÌÉÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×

ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÒÁ×ÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÅÅ ÓÔÏÒÏÎ
(ÓÍ. [7], Ú. 1.17Á). ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÅÎÅÌÁÑ (ÓÍ. [7], Ú. 5.69,
[8], Ú. 342), ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÅÛÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ AL, BL, CL ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍ-
ÍÙ 2.2, ÍÉÎÕÓ-ÐÒÑÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ

ÐÒÑÍÕÀ ÔÁË: Lout. 2

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Lout⊥(OI).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.
ðÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÌÅÍÍ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÔÏÔ

ÉÌÉ ÉÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

òÉÓ. 13

8ïÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ,
Ô. Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [5], § 6 É × [7], ÇÌ. 5, § 11.
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òÉÓ. 14.

ìÅÍÍÁ 3.1 (ÓÍ. [7], Ú. 1.53, 1.57Á)). åÓÌÉ A1B1C1 | ÏÒÔÏÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÔÏ ÃÅÎÔÒ I ′ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ × ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ î
ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÁÎÔÉÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, Ô. Å. ∠AC1B1 = ∠C, ∠AB1C1 = ∠C É Ô. Ä.

ìÅÍÍÁ 3.2. òÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ (ÓÍ. [7], Ú. 3.54, 3.58).
åÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ò , ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ Q É R, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ PQ · PR ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ò 9.

üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ×ÚÑÔÏÅ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÐÌÀÓ� × ÓÌÕÞÁÅ ×ÎÅÛÎÅÊ ÔÏÞ-
ËÉ ò É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ� × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÎÅËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÙ, �ÚÁÍÅÔÁÀÔ� ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎÔÒÏ×.
ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓØÀ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

ìÅÍÍÁ 3.3. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÓØ (ÓÍ. [7], Ú. 3.72Á)).
ôÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ | Ô. Î. ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÏÓÉ. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÓØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ10. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, (B1C1) ∩ (BC) = AH . ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AHC1B ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ AHCB1 (Ô. Ë.,
× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.1, ∠AHC1 = ∠C)11. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AHB × AC = AHC1 × AHB1, Ô. Å.
(ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.2) ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÞËÉ AH ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅ-
ÒÁ ÒÁ×ÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, AH ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÌÉÎÉÑ ÃÅÎÔÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ.

òÉÓ. 15

ôÏÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ BH , CH ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ.
ìÅÍÍÁ 3.4 (ÓÍ.[7], Ú. 5.2). ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË IaIbIc, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÅÊ | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ, Á ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË á÷ó | ÅÇÏ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.
ìÅÍÍÁ 3.5. ðÒÑÍÁÑ OI Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ IaIbIc, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ

É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ öÅÒÇÏÎÎÁ A2B2C2 ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.
9üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÎÙÅ × ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÔÅÏÒÅÍÙ \Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÈÏÒÄ" É \Ï

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÓÅËÕÝÅÊ".
10îÁ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ: ÃÅÎÔÒÏÉÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ, ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ.
11é × ÓÌÕÞÁÅ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ.
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË öÅÒÇÏÎÎÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ IaIbIc. ÷ÅÄØ ×
ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 3.1 É 3.5, (AI) = (IaI)⊥(IbIc). ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ É (B1C1)⊥(AI) ⇒
⇒ (IbIc)||(B2C2).

á ÒÁÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÑÍÙÅ üÊÌÅÒÁ ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
îÏ ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÌÅÍÍÁ 3.1, ÌÅÍÍÁ 3.4) ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
IaIbIc, É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÃÅÎÔÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁA2B2C2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | Ô. Å. ÜÔÁ ÔÏÞËÁ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

îÁËÏÎÅÃ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ á÷ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï ÅÓÔØ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.4) ÃÅÎÔÒ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ IaIbIc, Ô. Å. (IO) = (H ′E′) | ÐÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
IaIbIc12.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ Lout, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÅÛÎÉÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ, É
ÅÓÔØ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ IaIbIc. é, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.3 É 3.5, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1 ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÓËÏÎÓÔÒÕ-
ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ, ÈÏÔÑ É ÐÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÕÀ, ÎÏ ×ÅÓØÍÁ ÚÁËÏ×ÙÒÉÓÔÕÀ13 ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ:

éÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎ ÏÔÒÅÚÏË, ÒÁ×ÎÙÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ. ôÁËÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÐÒÑÍÏÊ OI ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

12óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ (3.5) ÔÏÞËÁ H ′ (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ OI
13åÓÔØ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ × ÓÒÅÄÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ: \ÇÒÏÂ".
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1′. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÕÓ-�Á� ÔÒÏÊËÏÊ ÔÒÏÊËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ: (Ba+; Ca+),
(Cb−; Ab+), (Ac+; Bc−).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1′. íÉÎÕÓ-�a� ÔÒÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ
ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÐÒÑÍÏÊ OIa, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
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4. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÉ: ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÏÓÔØ

òÉÓ. 18.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Å ÔÏÞËÉ ËÏÎ-
ÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Ó ÐÒÏÔÉ-
×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×ÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ É ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÉÈ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÅÍ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 18. (éÚÏÂÒÁ-
ÖÅÎÁ ÔÏÞËÁ P[Ca+Ba−]). äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÔÏÞËÉ P[Ca+Ba+], P[Ab+Cb+], P[Bc+Ac+]. (é ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÄÁÌÅÅ ÎÁ
ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏ-ÐÒÏÓÔÏÍÕ: A+; B+; C+.)

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÍ ÐÌÀÓ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ +��.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. +�� ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ �ABC ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ûÐÉËÅÒÁ S | ÃÅÎÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÓÅÒÅÄÉÎ-
ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (ðÏ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÕ ([10]), ÜÔÏ X10 | ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
(b+ c : c+ a : a+ b), ÏÎÁ ÖÅ | ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÃÅÌÙÈ ÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÉÍÐÁÔÉÞ-
ÎÏÅ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ áÒÓÅÎÉÅÍ áËÏÐÑÎÏÍ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÅ.

òÉÓ. 20

ðÒÏ×ÅÄÅÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ B0, C0 ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ A0B0C0 É ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ B1, C1 ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ (AB) É (AC) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

éÍÅÅÍ: ∠AB1B0 = ∠B1B0A0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ (AB)||(A0B0)) = ∠C0B0B1((B0B1) | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÇÌÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)⇒ C0B0 = C0B1. éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ,
C0B0 = B0C1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ H(A; 2). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ C0 → B, B0 → C. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ
ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ × ÒÁ×ÎÙÅ, Á ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, BC = BCa+ = CBa+. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË
B1C0B0C1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ca+BCBa+, É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ | ×
ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, Ô. Å. S → A+. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ S | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AA+.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ S | ÓÅÒÅÄÉÎÁ É Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÍ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÐÏÄÏÂÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÓÏÓÌÁ×ÛÉÓØ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 2.1 É ÌÅÍÍÕ 2.2. 2
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÅ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË A + BIC (ÇÄÅ I | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ A0 (ÓÅÒÅÄÉÎÁ
ÏÔÒÅÚËÁ ÷ó) ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË IA+ ÐÏÐÏÌÁÍ.

òÉÓ. 21

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ p = a+ b+ c. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË p− aA, p− bB, p− cC Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÅ ûÐÉËÅÒÁ S. (ÓÍ. [7], Ú. 14.13) òÁÚÏÂØÅÍ ÅÅ ÎÁ ÔÒÉ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ:

pA; −aA; −bB; −cC; pB; pC:

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ pA, −pI, 2pA0. ôÁË ËÁË A0 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ
IA+, ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÐÁÒÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ pA+. éÔÁË, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ × S ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ pA, pA+. á ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ S | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ
AA+.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÅÔØÅ.
çÏÍÏÔÅÔÉÑ H(G;−1

2) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒÏÉÄ G ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅ-
ÚÏË II0 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1. (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÓÍ. [2], [5] É [7] | ÇÌ. 19).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÌÅÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ H(G;−2) ◦H(I; 1
2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −1 (Ô. Å. ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ IG. îÏ, ËÁË ×ÉÄÉÍ, H(G;−2)◦H(I; 1

2)(I0) =
I0 ⇒ H(G;−2) ◦H(I; 1

2) = SI0 .
îÏ H(I; 1

2)(A+) = A0 (Ô. Ë. A0 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ IA+), É H(G;−2)(A0) = A.
ôÏ ÅÓÔØ, SI0(A+) = A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÉÍÅÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ �ÕÂÏÊÎÕÀ� ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:
éÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ, ÒÁ×ÎÙÈ ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ

ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÁËÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË14.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1′. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ P[Ba−Ca−], P[Cb+Ab−], P[Ac−;Bc+] ÎÁÚÏ-
×ÅÍ ÐÅÒ×ÙÍ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÍ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÐÌÀÓ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ +��a.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1′. +��a ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ �ABC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ Sa | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

14é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÐÁÌÁ × ÚÁÏÞÎÙÊ ÔÕÒ IV ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÉÍÅÎÉ ûÁÒÙÇÉÎÁ, ÎÏ Ë
ÍÏÍÅÎÔÕ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. îÏ ËÁË-ÔÏ ÎÅ ×ÅÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÎÅÀ ÓÏ×ÌÁÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÒÏÄÁ. (èÏÔÑ É ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ!)
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5. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÌÀÓ-ÔÏÞËÉ: ÏÒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔØ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. ãÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ia, Ib, Ic Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÒÔÏ-
ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BP[Ca+Ba+]C, CP[Ab+Cb+]A, AP[Bc+Ac+]B.

ïÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ +�� ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ âÉ×ÅÎÁ O′ | ÃÅÎÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ Ia, Ib, Ic. (ðÏ ëÉÍÂÅÒÌÉÎÇÕ [10], ÜÔÏ X40 |
ÔÏÞËÁ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÏÐÕÓËÁÅÍ, ××ÉÄÕ ÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÑÖÅÌÏ×ÅÓÎÏÓÔÉ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË óa+BC | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÙ ÷ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ô. Å. ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ×ÙÓÏÔÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÙÓÏÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ó
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ba+CB. (ïÎÁ ÖÅ | ÔÁËÖÅ É ×ÎÅÛÎÑÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ). ïÂÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ-
ÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ia. îÁËÏÎÅÃ, ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BP[Ca+Ba+]C ÄÏÌÖÎÙ
ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Ô. Å. × ÔÏÞËÅ Ia.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.
÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÁÑ

P[Ab+Cb+]P[Bc+Ac+] ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÷ó É Ô. Ä.), ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.4, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×:
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ìÅÍÍÁ 5.1 (ÓÍ. [7], Ú. 2.1). ïÒÔÏÃÅÎÔÒ î ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ï | ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

òÉÓ. 24. òÉÓ. 25.

ìÅÍÍÁ 5.2 (ÓÍ. [7], Ú. 5.125×)). åÓÌÉ P É Q | ÐÁÒÁ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞËÏÊ Q, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÐÅÄÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÞËÉ P (Ô. Å. ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ ò ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). 2

òÉÓ. 26.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1. ôÏÞËÁ ûÐÉËÅÒÁ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÅ î É

ÔÏÞËÅ âÉ×ÅÎÁ O′.
þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÔÒÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ� ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:
ôÅÏÒÅÍÁ 5.1′. ãÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É Ä×ÕÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ I, Ib, Ic Ñ×ÌÑÀÔÓÑ,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BP[Ba−Ca−]C, CP[Cb+Ab−]A, AP[Ac−;Bc+]B.
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ïÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ +��a ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ O′a | ÃÅÎÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ I, Ib, Ic.

òÉÓ. 27

6. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÕÓ-ÔÏÞËÉ: ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÉÈ:

ó×ÏÊÓÔ×Ï 6.1 (ÓÍ. [6]). ìÀÂÙÅ ÐÑÔØ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ. üÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÎÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 6.2 (ÓÍ. [1], [6]). çÉÐÅÒÂÏÌÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ15, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-
ÒÏÎÎÅÊ (Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ
ÌÅÖÉÔ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ãÅÎÔÒ ÔÁËÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅ-
ÒÁ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 6.3 (ÓÍ. [1], [2]). ïÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ
ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ æÅÊÅÒÂÁÈÁ. üÔÏ | ÒÁ×-
ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.

15ëÏÎÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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òÉÓ. 28.

çÉÐÅÒÂÏÌÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÓÁÎÁ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ãÅÎÔÒÁÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌ ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ: ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ üÊÌÅÒÁ Ó ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÔÏÞËÉ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÁÍÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÉÎÕÓ-ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÉ P[Ca−Ba−], P[Ab−Cb−],

P[B−Ac−]. (é ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÄÁÌÅÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÒÏÓÔÏ A−, B−, C−).
ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÕÓ-ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.

òÉÓ. 29.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ËÏÎÉËÕ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C, I, A− (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á 6.1).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ËÏÎÉËÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ
I, ÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ. ïÎÁ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÎÁ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A-BC.

ïÄÎÁËÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1′, ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ
ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÏÇÄÁ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á 6.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ | ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-
ÒÏÎÎÑÑ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÑÓØ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ
ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ î (ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 6.2).
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éÔÁË, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ÏÐÉÓÁÎÁ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ
î É I, Ô. Å. ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ æÅÊÅÒÂÁÈÁ (Ó×ÏÊÓÔ×Á 6.1, 6.3).

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÌÅÖÁÔ É Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÕÓ-
ÔÏÞËÉ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1′. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÉÎÕÓ-�Á� ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÉ P[Ba+Ca+], P[Cb−Ab+],
P[Ac+Bc−].

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1′. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÕÓ-�Á� ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.

òÉÓ. 30

íÑËÉÛÅ× áÌÅËÓÅÊ çÅÎÎÁÄØÅ×ÉÞ,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
èÉÍÉÞÅÓËÏÇÏ ìÉÃÅÑ �1303, íÏÓË×Á.

Email: alex geom@mtu-net.ru



éÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

\äÅÓÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ" ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ,
ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÅ É ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÔÓÑ ÁÎÔÉÞÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÅÓÑÔÉ ÓÒÅÄÎÉÈ, × ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ×ÈÏÄÑÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ É ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏ-
ÎÉÞÅÓËÏÅ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÏÐÉÒÁÌÓÑ
ÉÎÔÅÒÅÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÒÅÄÎÉÈ.

1. ëÒÁÔËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï \ÔÒ£È ÓÒÅÄÎÉÈ"

ðÏÎÑÔÉÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ | ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ × ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å
ËÏÓÍÏÓÁ. óÒÅÄÎÅÅ | ÜÔÏ ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÅÖÄÕ ÉÚÂÙÔËÏÍ É ÎÅ-
ÄÏÓÔÁÔËÏÍ, ÔÏÞËÁ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, \ÚÏÌÏÔÁÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ". óÒÅÄÎÅÅ | ÜÔÏ ÏÐÏÓÒÅÄÕÀÝÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ
Ä×ÕÍÑ ËÒÁÊÎÏÓÔÑÍÉ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ | ÏÓÎÏ×Á ÇÁÒÍÏÎÉÉ.

÷ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ | ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ. ïÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÓÒÁÚÕ ÖÅ × ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÕËÁÈ | × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, × ÍÕÚÙËÅ, × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒ£È ÓÒÅÄÎÉÈ
ÄÁ£Ô ÐÉÆÁÇÏÒÅÅÃ áÒÈÉÔ ôÁÒÅÎÔÓËÉÊ (ÎÁÞÁÌÏ IV ×. ÄÏ Î. Ü.) × ÔÒÁËÔÁÔÅ ï ÍÕÚÙËÅ:

÷ ÍÕÚÙËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÓÒÅÄÎÉÈ: ÐÅÒ×ÏÅ | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ×ÔÏÒÏÅ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÅ, ÔÒÅÔØÅ | ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÁËÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ |
ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÂÏÌØ-
ÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ, Á ÍÅÖÄÕ ÍÅÎØÛÉÍÉ | ÂÏÌØÛÅ. çÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÅ | ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ×ÔÏÒÏÊ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ.
ðÒÉÞ£Í ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ ÍÅÖÄÕ ÍÅÎØÛÉ-
ÍÉ. ïÂÒÁÝ£ÎÎÏÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ | ËÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁ
ÔÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ, ÎÁ ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÒÅÄÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ.
÷ ÜÔÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÂÏÌØÛÅ, Á ÍÅÖÄÕ ÍÅÎØÛÉÍÉ |
ÍÅÎØÛÅ (DK 47 B2).

óÌÏ×ÏÍ \ÓÒÅÄÎÅÅ" (����o�) × ÜÔÏÍ ÏÔÒÙ×ËÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ Ó×ÑÚËÉ ÉÚ
ÔÒ£È ÞÌÅÎÏ×, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÁÍÁ ÜÔÁ Ó×ÑÚËÁ; É ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÅÇÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÅÒÎÅÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ
ÑÚÙË ÎÅ ËÁË \ÓÒÅÄÎÅÅ", Á ËÁË \ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ": \× ÍÕÚÙËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÑ. . . ". äÌÑ
ÔÒ£ÈÞÌÅÎÎÙÈ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÏ×Ï �"��o��&.

áÒÈÉÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÍÉ (�����o���); Á×ÔÏÒÙ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÈ ÔÅËÓÔÏ×
ÏÂÙÞÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÅÊ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × Î£Í ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (��oo�) ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ
ÂÏÌØÛÉÍÉ É Ä×ÕÍÑ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. áÒÈÉÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÅ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÞÌÅÎÁÍÉ,
ÎÏ ÏÂ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (���������) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ; ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ÎÏ ÍÕÚÙËÁÌØÎÏÅ
ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. Szab�o 1969).

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÍ (���"�������),
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. ÷ÏÚØÍ£Í ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ,
Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ 12 : 6. ðÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ: 12 9 6. ÷ÓÔÁ×ËÁ 9 ÒÁÚÂÉÌÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÁ Ä×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ,
×ÙÒÁÚÉÍÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ 12 : 9 = 4 : 3 É 9 : 6 = 3 : 2. ïÂÒÁÔÉÍ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÞÔÏ-
ÂÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ 3 : 2 ÓÔÁÌ ×ÅÒÈÎÉÍ, Á 4 : 3 | ÎÉÖÎÉÍ. ïÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×
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ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ 8, ÐÏÓËÏÌØËÕ 12 : 8 = 3 : 2 É 8 : 6 = 4 : 3. ðÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ 12 8 6
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÍ; Á ÐÏ ÅÇÏ ÒÏÌÉ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÕÚÙËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÅÇÏ ÓÔÁÌÉ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ. ñÍ×ÌÉÈ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë áÒÉÆÍÅÔÉËÅ îÉËÏÍÁÈÁ (10023) ÓÏÏÂÝÁÅÔ,
ÞÔÏ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÏ × ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ \ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ áÒÈÉÔÁ
É çÉÐÐÁÓÁ".

éÚ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÍÕÚÙ-
ËÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ: ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É ÇÁÒ-
ÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÉÅ, ÔÏ ÂÏÌØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ÔÁË ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ, ËÁË
ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ | Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ: × ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ 12 : 9 = 8 : 6.

2. \äÅÓÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ": ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ
îÅÏÐÉÆÁÇÏÒÅÅÃ îÉËÏÍÁÈ çÅÒÁÚÓËÉÊ (ÎÁÞÁÌÏ II ×. Î. Ü.) ×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ (II 22.1)

É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ, ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÅ Á×ÔÏÒÙ (ôÅÏÎ óÍÉÒÎÓËÉÊ, ðÁÐÐ, ñÍ×ÌÉÈ É ÄÒ.) ÓÏ-
ÏÂÝÁÀÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ë ÔÒ£Í ÓÒÅÄÎÉÍ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÉÌÉ \ÄÒÅ×ÎÉÅ", ÐÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ ÅÝ£
ÔÒÉ, Á ÐÏÔÏÍ | ÅÝ£ ÞÅÔÙÒÅ.

îÉËÏÍÁÈ (II 28.6) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ, ÐÑÔÏÅ É ÛÅÓÔÏÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÎÁÍ \ÏÔ ËÏÍ-
ÍÅÎÔÁÔÏÒÏ× É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ É ðÌÁÔÏÎÁ". ñÍ×ÌÉÈ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë áÒÉÆÍÅ-
ÔÉËÅ îÉËÏÍÁÈÁ (1012) ÐÉÛÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ \ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÉÚ ËÒÕÇÁ
å×ÄÏËÓÁ". ôÁËÖÅ É ðÒÏËÌ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ (675) ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ
\å×ÄÏËÓ... Ë ÔÒ£Í ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÍ ÐÒÉÂÁ×ÉÌ ÅÝ£ ÔÒÉ ÄÒÕÇÉÅ".

ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ × ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍ
ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÉ, ÚÁ ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ \ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ". ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ 6 4 3. úÄÅÓØ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 2 É
1. åÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÜÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÎÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ!) ÍÅÓÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ \ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ" ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ
6 5 3. óÁÍÁ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÐÏÎÑÔÎÁ, ÈÏÔÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, × ËÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÁËÏÅ
ÓÒÅÄÎÅÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØÓÑ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÑÔÏÇÏ É ÛÅÓÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ
ÄÁÎÙ ÎÉÖÅ.

ï ÐÒÏÞÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ îÉËÏÍÁÈ ÐÉÛÅÔ, ÞÔÏ \ÎÏ×ÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ" Ë ÕÖÅ ÉÍÅ×ÛÉÍÓÑ ÛÅÓÔÉ ÓÒÅÄ-
ÎÉÍ ÉÈ ÂÙÌÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ ÅÝ£ ÞÅÔÙÒÅ, É ÞÔÏ ÏÎÉ \ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÐÉÓÁÎÉÑÈ ÄÒÅ×ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÉÈ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ" (II 28.6). ñÍ×ÌÉÈ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë áÒÉÆÍÅÔÉËÅ îÉËÏÍÁÈÁ (1165)
ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÎÅËÉÍÉ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÁÍÉ íÉÏÎÉÄÏÍ É ü×-
ÆÒÁÎÏÒÏÍ, | Ï ËÏÔÏÒÙÈ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÎÉÞÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. óÏÏÂÝÅÎÉÅ ñÍ×ÌÉÈÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ \ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÙ" ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÖÉÔØ ÐÏÓÌÅ å×ÄÏËÓÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÎÅ ÒÁÎÅÅ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ IV ×. ÄÏ Î. Ü., ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ñ×ÎÙÍ ÁÎÁÈÒÏÎÉÚÍÏÍ, ÉÂÏ
ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÁÑ ÛËÏÌÁ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÅËÒÁÔÉÌÁ Ó×Ï£ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÙÍ, ÞÔÏ \ÎÏ×ÙÅ Á×ÔÏÒÙ", Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÉÛÅÔ îÉËÏÍÁÈ, | ÜÔÏ ÏÔÎÀÄØ
ÎÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÉ îÉËÏÍÁÈÁ, Á ÌÀÄÉ, ÖÉ×ÛÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ×ÅËÁÍÉ ÄÏ ÎÅÇÏ; \ÎÏ×ÙÍÉ" ÖÅ ÉÈ ÍÏÇ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÔ ÉÓÔÏÞÎÉË, ËÏÔÏÒÙÍ îÉËÏÍÁÈ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. îÉÖÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÉÓÔÏÞ-
ÎÉËÏÍ ÍÏÇ ÓÌÕÖÉÔØ ðÌÁÔÏÎÉË üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÈ
ÐÅÒÅÓËÁÚÏ× | ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ Á×ÔÏÒÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ÎÉÔÉ ÕÞÅÎÉÑ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ.

ï ÞÅÔÙÒ£È ÎÏ×ÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ Ë ÕÖÅ ÛÅÓÔÉ ÉÍÅ×ÛÉÍÓÑ, ÐÉÛÅÔ ÔÁËÖÅ ðÁÐÐ × íÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÏÂÒÁÎÉÉ (III 18), ÓÓÙÌÁÑÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ îÉËÏÍÁÈÁ. ïÄÎÁËÏ ÓÐÉÓËÉ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ£È
ÓÒÅÄÎÉÈ Õ ðÁÐÐÁ É Õ îÉËÏÍÁÈÁ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, | ÐÒÉÞ£Í ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÎÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÕ, ÎÏ É ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, Õ îÉËÏÍÁÈÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Õ ðÁÐÐÁ;
É Õ ðÁÐÐÁ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Õ îÉËÏÍÁÈÁ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÌÅÇËÏ ÏÂßÑÓÎÉÍÁ (ÓÍ. Heath 1921) | × ÔÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÐÏÓÔÒÏÅ-
ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ É ðÁÐÐ, É îÉËÏÍÁÈ, \ÎÏ×ÙÈ" ÓÒÅÄÎÉÈ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕ-
ÞÁÔØÓÑ ÐÑÔØ, Á ÎÅ ÞÅÔÙÒÅ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÂÙÌÏ ÏÔÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÄÅÓÑÔËÅ × ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÏÍ ÍÉÒÏ×ÏÚÚÒÅÎÉÉ ÏÔ×ÏÄÉÌÁÓØ ÏÓÏÂÁÑ ÒÏÌØ ÓÁÍÏÇÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ;
×ÏÔ ÓÒÅÄÎÉÈ É ÂÒÁÌÏÓØ × ÏÂÝÅÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔØ, Á ÎÅ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔØ. ëÁË ÐÉÛÅÔ îÉËÏÍÁÈ
×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ (II 22.1),

ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, ÕÐÏÍÉÎÁÅÍÙÅ ×ÓÅÍÉ ÄÒÅ×ÎÉÍÉ, ðÉÆÁÇÏÒÏÍ, ðÌÁÔÏÎÏÍ É
áÒÉÓÔÏÔÅÌÅÍ, ÓÕÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ; Á ÚÁ ÎÉÍÉ
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ÓÌÅÄÕÀÔ ÅÝ£ ÔÒÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÓÏÂÙÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ É ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ, ÐÑ-
ÔÏÊ É ÛÅÓÔÏÊ ÓÒÅÄÎÉÍÉ; Á ÎÙÎÅÛÎÉÅ ÕÞ£ÎÙÅ ÎÁÛÌÉ ÅÝ£ ÞÅÔÙÒÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÞÉÓÌÕ
ÉÈ ×ÓÅÇÏ ÓÔÁÌÏ ÄÅÓÑÔØ, Á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÍÎÅÎÉÀ ðÉÆÁÇÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-
ÎÙÍ. üÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ ÄÅÓÑÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ, É Ó ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ÄÅÓÑÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ, É Ó ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ × ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ-
ÛÉÈ ÒÕË É ÎÏÇ, É Ó ÔÙÓÑÞÅÊ ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÝÅÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÓËÁÖÅÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ
ÍÅÓÔÅ.

3. \äÅÓÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ": ÅÄÉÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉ ÓÒÅÄÎÉÈ, × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ,
ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ×ÐÏÌÎÅ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Á > b > c > 0, ÍÅÖÄÕ
ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ: Á−b, b−c, a−Ó. ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ
×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á − b = b − c. ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ×ÓÅÈ
ÐÒÏÞÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×
ÐÁÒÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Á− b É b− c ÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ×ÅÒÈÎÑÑ, ÔÁË É ÎÉÖÎÑÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ.

ôÁË ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÉÚ 12 ËÌÅÔÏË. ïÄÎÁËÏ Ä×Å ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É
ÔÏ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. åÝ£ ÏÄÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ
Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (a− b)Ó = 0, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ a = b ÉÌÉ Ó = 0. ôÁË ÞÔÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ
ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔØ, Á ÄÅÓÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ.
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Ãàðìîíè÷åñêîå

ôÁÂÌÉÃÁ 1

óÒÅÄÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÙ ÔÁË, ËÁË ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ îÉËÏÍÁÈ É ðÁÐÐ. ôÏ ÓÒÅÄÎÅÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ îÉËÏÍÁÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÅÓÑÔÙÍ, Á ðÁÐÐ | ÓÅÄØÍÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ \ÐÏÌÕ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ".
ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ a = b + c, É ÐÒÉ Ó > a=2 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ b < c, ÞÔÏ
ÐÌÏÈÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ. (åÓÌÉ ÂÙ ÍÎÅ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÐÉÓÏË ÉÚ \ÄÅÓÑÔÉ" ÓÒÅÄÎÉÈ, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ, ÔÏ Ñ ÂÙ ÎÅ ÓÔÁÌ ×ËÌÀÞÁÔØ × ÜÔÏÔ
ÓÐÉÓÏË ÉÍÅÎÎÏ ÓÅÄØÍÏÅ ÐÏ ðÁÐÐÕ ÓÒÅÄÎÅÅ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, Õ ÄÒÅ×ÎÉÈ ÍÏÇÌÉ ÂÙÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ó×ÏÉ ÒÅÚÏÎÙ
ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞ£Ô.)

îÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÖÅ Õ ôÅÏÎÁ óÍÉÒÎ-
ÓËÏÇÏ (106), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÅÒ×ÙÅ ÛÅÓÔØ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ,
ÞÔÏ É Õ îÉËÏÍÁÈÁ É ðÁÐÐÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.
îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ôÅÏÎ ÎÅ ÓÔÒÏÉÔ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ÓÌÏ× ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÐÒÏÑÓÎ£ÎÎÙÍ,
É ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ, ÉÍÅÌ ÌÉ ÏÎ × ×ÉÄÕ ÎÅËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÏ×ÏÒÉÌÓÑ.

4. òÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÄÅÌÁÎÁ ÐÏÐÙÔËÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÞÁÓÔØ ÕÞÅÎÉÑ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ
üÒÁÔÏÓÆÅÎ ëÉÒÅÎÓËÉÊ ÉÚÌÏÖÉÌ × Ó×Ï£Í ÓÏÞÉÎÅÎÉÉ ðÌÁÔÏÎÉË (ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÏÞÉÎÅÎÉÉ ÓÍ. Hiller
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1870, Solmsen 1942). ñ ÒÁÓÛÉÒÑÀ ÚÄÅÓØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÒÁÎÅÅ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚ×Ï-
ÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÁËÏ×ÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÉÓÁÎ Õ
îÉËÏÍÁÈÁ çÅÒÁÚÓËÏÇÏ É ôÅÏÎÁ óÍÉÒÎÓËÏÇÏ (ÓÍ. ýÅÔÎÉËÏ× 2006). ðÒÉÎÃÉÐ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, × ÕÚÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ÂÅÚ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÅ-
Ò£ÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 : 1. äÁÌÅÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÉÚ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m : n
ÓÔÒÏÑÔÓÑ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m′ : n′, ÇÄÅ m′ = m + n, n′ = n,
Á ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÈÅÍÁ, ×ÅÒÈÎÑÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ
ÎÁ ÒÉÓ. 1.

8 : 58 : 37 : 57 : 27 : 47 : 35 : 45 : 1

5 : 35 : 24 : 34 : 1

3 : 2

1 : 1

2 : 1

3 : 1

òÉÓ. 1

îÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÉ îÉËÏÍÁÈ É ôÅÏÎ ÏÂ ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÄÅÒÅ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ; ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÉÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÎÏ
ÕÖÅ ÎÅ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, Á ÄÌÑ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÁÚÏ×ÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÀ m : n ÐÅÒ×ÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ ÖÅ ÕÚÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ m2 : mn : n2. óÁÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ ÉÚ
ËÏÒÎÅ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 : 1 : 1 ÏÐÉÓÁÎ îÉËÏÍÁÈÏÍ É ôÅÏÎÏÍ ËÁË ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ
ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÔÒÏÊËÉ a : b : c Ë Ä×ÕÍ ÎÏ×ÙÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÔÒÏÊËÁ a′ : b′ : c′ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ a′ = a + 2b+ c, b′ = b+ c, c′ = c, Á ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É × ÖÅ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ÔÏÌØËÏ ×ÚÑÔÙÅ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ÷ÅÒÈÎÑÑ
ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÒÅ×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 2.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÁÚ×ÏÒÁ-
ÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ
ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÈÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÊ Ï ðÌÁÔÏÎÉËÅ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ëÒÁÔËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÏÞÉÎÅÎÉÉ, ÎÅ
ÄÏÛÅÄÛÅÍ ÄÏ ÎÁÛÉÈ ÄÎÅÊ, ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ Õ ôÅÏÎÁ óÍÉÒÎÓËÏÇÏ. òÁÓÓËÁÚÙ×ÁÑ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ
×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ôÅÏÎ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ
ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÏÔÒÙ×ËÏ× (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÏ×ÒÅÖÄ£ÎÎÏÍ) ÓËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÒÏÄÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ... ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÉÞÉÎÏÊ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÏÇÏ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ðÒÏÐÏÒÃÉÑ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Á ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (8222{833).
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òÉÓ. 2

îÅÞÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÐÉÛÅÔ ÔÁËÖÅ ðÁÐÐ × íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÏÂÒÁÎÉÉ, ×ÏÚ×ÏÄÑ ÜÔÏ ×ÏÚÚÒÅÎÉÅ Ë
ÓÁÍÏÍÕ ðÌÁÔÏÎÕ:

ðÒÏÐÏÒÃÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. îÁÞÁÌÏÍ ÖÅ ×ÓÅÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÐÅÒ×Á ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÁÍÏÅ ÓÅÂÑ, Á ÐÏÔÏÍ
| ÄÒÕÇÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ. ïÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÉÔ ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ðÌÁÔÏÎ, ÞÔÏ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÉÒÏÄÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ×ÓÅÈ ÇÁÒÍÏÎÉÊ É ×ÓÑËÏÇÏ ÂÌÁÇÏÒÁÚÕÍÎÏÇÏ É ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÏÇÏ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ÷ÅÄØ ÏÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ó×ÑÚØÀ ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÎÁÕË (�����"��o&�Ï!̂� ��������!�), ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ É ×ÅÞÎÏÊ Ó×ÑÚØÀ ×ÓÅÇÏ ÐÏ-
ÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ (III 18).

ï ÔÏÍ, ÞÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÐÒÏÐÏÒÃÉÀ Ó×ÑÚØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÖÅ ðÒÏËÌ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ (4322).

â. ì. ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ (1959, Ó. 318) ÚÁÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ðÁÐÐ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÅÔ
ÚÄÅÓØ ðÌÁÔÏÎÕ, × ÄÉÁÌÏÇÁÈ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÃÉ-
ÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅ ðÌÁÔÏÎ, ÎÏ ðÌÁÔÏÎÉË üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ ðÌÁÔÏÎÉË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÓÏÂÏÊ ×ÙÍÙÛÌÅÎÎÙÊ ÄÉÁÌÏÇ, ÇÅÒÏÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ðÌÁÔÏÎ, áÒ-
ÈÉÔ, å×ÄÏËÓ É íÅÎÅÈÍ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ËÕÂÁ (ÔÁÍ ÖÅ, Ó. 222{226). ÷ÐÒÏÞÅÍ,
ÜÔÏ ÍÎÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÍ.

ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÓØ ÜÔÏÔ ÐÁÓÓÁÖ × ËÏÎÅÞÎÏÍ
ÓÞ£ÔÅ ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×Ó£-ÔÁËÉ Ë ðÌÁÔÏÎÕ | ÔÏÌØËÏ ÎÅ Ë ÅÇÏ ÄÉÁÌÏÇÁÍ, Á Ë ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ÌÅËÃÉÉ ï
ÂÌÁÇÅ, ÔÅËÓÔ ËÏÔÏÒÏÊ × ÐÅÒÅÄÁÞÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ ÉÌÉ ËÏÇÏ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× ðÌÁÔÏÎÁ ÂÙÌ
ÄÏÓÔÕÐÅÎ üÒÁÔÏÓÆÅÎÕ (ÓÍ. ýÅÔÎÉËÏ× 2006).

âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÔÅÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÏÔÓÙÌËÁ Ë üÒÁÔÏÓÆÅÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÉÄ£Ô Õ ôÅÏÎÁ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ:

üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÙ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÅÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ,
É ÜÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. îÏ ÏÂ
ÜÔÏÍ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ (11110{13).

â. ì. ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ (ÔÁÍ ÖÅ, Ó. 321) ÚÁÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ \ÅÓÌÉ ÂÙ ÚÄÅÓØ ÓÌÏ×Ï \ÆÉÇÕÒÙ" ÂÙÌÏ ÚÁ-
ÍÅÎÅÎÏ ÓÌÏ×ÏÍ \ÓÒÅÄÎÉÅ", ÔÏ ×Ó£ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÑÓÎÏ"; ÄÁÌÅÅ ÏÎ ÉÚÌÁÇÁÅÔ Ó×ÏÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï
ÔÏÍ, ÞÔÏ \ÐÏÄ \ÆÉÇÕÒÁÍÉ" ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÍÉ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, É ÞÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÈÏÞÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ë ×ÉÄÕ B2 = áç ÉÌÉ á : ÷ = ÷ : ç".

äÕÍÁÅÔÓÑ, ×ÐÒÏÞÅÍ, ÞÔÏ × ÓÔÏÌØ ÄÁÌÅËÏ ÉÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏ-
×ÁÍ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ. éÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ
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× ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÁË ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÏÓÎÏ×Õ, \ÎÁ×ÅÓÉÔØ" ×ÓÅ ÄÅÓÑÔØ
ÓÒÅÄÎÉÈ, ÐÒÉÒÁ×ÎÑ× Ë ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÞÌÅÎÏ× × ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÀÝÅÊ ËÁÖÄÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.

ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÕÓÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ×
Ä×ÕËÒÁÔÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1. ôÏÇÄÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÓÒÅÄÎÉÈ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÚÄÅÓØ ÐÏÌÕÖÉÒÎÙÍ ÎÁÞÅÒÔÁÎÉÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÔÅ
Ä×Á ÞÉÓÌÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ 2 : 1):

4  2 1

4 2  1

6 34 6 35 4 23 4 23

5 4  2 3 2  1 3 2  1

ä×Å ËÌÅÔËÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÐÕÓÔÙÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÛÅÓÔÏÇÏ ÓÒÅÄ-
ÎÅÇÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ m

n < 1+
√

5
2 , ÄÌÑ ×ÏÓØÍÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ

(ð) | ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ m
n < 2. (÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏ-

ÖÅÔ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ; Ñ ÎÅ ÓÔÁÌ ×ËÌÀÞÁÔØ ÉÈ × ÔÅËÓÔ ÓÔÁÔØÉ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ
ÚÁÇÒÏÍÏÖÄÁÔØ Å£ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÐÏ ËÏÔÏ-
ÒÏÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÑ (ÒÉÓ. 3). úÄÅÓØ ×ÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m : n
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÒÏÊËÕ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m(m+ n) : 2mn : n(m+ n). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÕÖÅ
ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ a : b : c Ë Ä×ÕÍ ÎÏ×ÙÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÎÏ×ÁÑ ÔÒÏÊËÁ a′ : b′ : c′ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ a′ = a+ 2c, b′ = 2c; c′ = 2c− b=2, Á ÎÁ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ Ë ÔÒÏÊËÅ Ó ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÞÌÅÎÏ×.

88 48 3384 70 6063 28 1877 56 6470 42 3030 10 6 45 40 36 104 80 65

6 4 3

2 2 2

28 24 2120 8 5 40 30 2435 20 14

12 6 4 15 12 10

òÉÓ. 3

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÏÄÎÙÅ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÐÑÔÏÇÏ (ÒÉÓ. 4) É ÛÅÓÔÏÇÏ (ÒÉÓ. 5) ÓÒÅÄÎÉÈ.
÷ ÐÑÔÏÍ ÓÒÅÄÎÅÍ ÂÁÚÏ×ÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m : n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÒÏÊËÕ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (m2 +mn−n2)
: m2 : mn; × ÛÅÓÔÏÍ | ÔÒÏÊËÕ mn : n2 : (−m2 + mn + n2). ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ×
ÛÅÓÔÏÍ ÓÒÅÄÎÅÍ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ ÕÚÌÙ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÕÔ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎ
ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ.
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59 49 35 79 64 4079 64 2461 49 21 61 49 2829 25 5 29 25 20 59 49 14

5 4 2

1 1 1

19 16 1219 16 4 31 25 1531 25 10

11 9 3 11 9 6

òÉÓ. 4

35 25 11 40 25 1———— 20 16 11 —

—

1 1 1

12 9 5— ——

— 6 4 1

òÉÓ. 5

äÅÒÅ×ØÑ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ \ÆÉÇÕÒ" ÍÙ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÙ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÞÌÅÎÙ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m : n (ÔÁÂÌÉÃÁ
2), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÏÊËÉ ËÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ, ÉÓÈÏÄÑ
ÉÚ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÔÁÂÌÉÃÁ 3).

mn mn

mn

mn

mn

mn

mn2

2
n

2
n

2
n

2
n

2
m

2
m

2
m

2
mmnm +

2
mnm +

2

22
nmnm -+

22
nmnm +-

22
nmnm +-

22 nmn -

mn
2

nmn +
2

nmn +

22
nm +

22
nmnm ++- mnm 22

+-

nm +

m

n

ôÁÂÌÉÃÁ 2
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baa' += baa' +=

bb' = bb' =

cac' +-= 2 bcc' 2+=

cbaa' ++= 2

cbb' +=

cc' =

cc' = cc' =

cbb' +=

cbaa' 42 ++-=

cbab' 32 ++-=

cbac' 2++-=

caa' +=

caa' 2+= caa' 2+=

baa' 2+=

ab' =

cb' 2=

cb/c' 22 +-=

23c)/b(ab' ++=

23c)/ba(c' ++-=

cba' 3+=

cbb' 2+=

cbac' 2++-=

cbaa' 4+-=

cbb' 4+-=

cbc' 3+-=

ôÁÂÌÉÃÁ 3

5. ðÏÒÏÖÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Õ ðÁÐÐÁ

÷ÙÛÅ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÌÉ ÃÉÔÁÔÕ ÉÚ ðÁÐÐÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÐÅÒ-
×Á ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÁÍÏÅ ÓÅÂÑ, Á ÐÏÔÏÍ | ÄÒÕÇÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ". ðÁÐÐ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÐÉÓÙ×Á-
ÅÔ (III 19{23), ËÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ. ñ ÐÒÉ×ÏÖÕ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ × Ó×Ï£Í ÐÅÒÅÌÏÖÅÎÉÉ,
ÚÁÍÅÎÑÑ ÒÅÞÅ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ \+" É \{".

óÎÁÞÁÌÁ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÔÏÍ, ËÁË \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÁÍÏÅ
ÓÅÂÑ". ÷ ÜÔÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÏÚÎÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÓÒÅÄÎÉÈ, ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÐÏ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍ îÉËÏÍÁÈÁ É ôÅÏÎÁ.

ðÕÓÔØ A B � | ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, É ÐÕÓÔØ A + 2B + � = �, B + � = E, � = Z.
ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ � E Z ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÔÒÅÍÑ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ.
÷ÅÄØ á Ë B ËÁË B Ë �; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ A + B Ë B, ËÁË B + � Ë �. é ×ÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ËÏ
×ÓÅÍ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÂÕÄÕÔ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ A + 2B+� Ë B+�, ËÁË
B + � Ë �. îÏ A + 2B + � = �, B + � = å, É � = Z. é ÔÏÇÄÁ � E Z ÅÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ
(× ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ A + B Ë B).
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙÅ A B � ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ � E Z × Ä×ÕËÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ: ×ÅÄØ A + 2B + �
Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë B+�, É B+� Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �. é ÅÓÌÉ A B �
ÂÕÄÕÔ × Ä×ÕËÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, ÐÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ A | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÔÏ � E Z ÂÕÄÕÔ ×
ÔÒ£ÈËÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ; Á ÅÓÌÉ A | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ, ÔÏ × ÐÏÌÕÔÏÒÎÏÊ. ÷ÅÄØ A + B ÔÒ£È-
ËÒÁÔÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë B, ËÏÇÄÁ A Ä×ÕËÒÁÔÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë B; É ÐÏÌÕÔÏÒÎÏ, ËÏ-
ÇÄÁ A | ÐÏÌÏ×ÉÎÁ B. ôÁË × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (����o �!̂� ����̂' ��o!�)
ÏÔÙÓËÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÅ É Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÂÕÄÕÔ ÅÄÉÎÉ-
ÃÁÍÉ, ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ � E Z × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 4 2 1.

îÅÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÅ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÄÅÑ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ
ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Õ ðÁÐÐÁ.

çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ A B � | ÔÒÉ
ÞÌÅÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, É ÐÕÓÔØ 2A + 3B + � = �, 2B + � = E, B + � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ � E Z ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ÅÄØ ÅÓÌÉ A B � | ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ 2A + B Ë B, ËÁË 2B + � Ë �, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ
ËÏ ×ÓÅÍ, 2A + 3B + � Ë B + �, ÔÁË ÞÔÏ � Ë Z, ËÁË 2A + B Ë B. îÏ 2A + B = (2A +
3B + �) { (2B + �) = � { E; É B = (2B + �) { (B + �) = E { Z. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ � Ë Z, ËÁË
� { E Ë E { Z, É ÜÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ
ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 6 3 2.
ïÂÒÁÔÎÏÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ
ÞÌÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÓÕÔØ A B �, É ÐÕÓÔØ 2A + 3B + � = �, 2A + 2B +
� = E, B + � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ � E Z ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
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óÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ � Ë Z, ËÁË 2A + B Ë B. îÏ 2A + B = (2A + 2B
+ �) { (B + �) = E { Z; É B = (2A + 3B + �) { (2A + 2B + �) = � { E. é ×ÏÔ Z Ë
�, ËÁË � { E Ë E { Z, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ
A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 6 5 2.
ðÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÞÌÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ
ÓÕÔØ A B �, É ÐÕÓÔØ A + 3B + � = �, A + 2B + � = E, B + � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ � E Z ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÄØ ÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÂÕÄÅÔ A + B Ë B, ËÁË B + � Ë �, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ A + 2B + � ËÏ ×ÓÅÍ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ B + �, ÔÁË ÞÔÏ E Ë Z, ËÁË A + B Ë B.
îÏ A + B = (A + 2B + �) { (B + �) = E { Z; É B = (A + 3B + �) { (A + 2B + �) = �
{ E. é ×ÏÔ Z Ë E, ËÁË � { E Ë E { Z, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ
ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 5 4 2.
ûÅÓÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ÷ÏÚØÍÕ ÔÅ ÖÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ
A B �, É ÐÕÓÔØ A + 3B + 2� = �, A + 2B + � = E, É Z = A + B { �. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ � E Z ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ÅÄØ ÉÚ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A + 2B Ë A+B, ËÁË B + 2� Ë B+�, É ×ÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ
ËÏ ×ÓÅÍ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ × ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ A + 3B + 2� Ë A + 2B + �, ÔÁË
ÞÔÏ � Ë E, ËÁË B + 2� Ë B + �. îÏ B + 2� = (A + 2B + �) { (A + B { �) = E { Z;
É B + � = (A + 3B + 2�) { (A + 2B + �) = � { E. é ×ÏÔ E Ë �, ËÁË � { E Ë E { Z,
ÔÁË ÞÔÏ � E Z ÅÓÔØ ÛÅÓÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ
ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 6 4 1.
÷ÏÓØÍÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ÷ÏÚØÍÕ ÔÅ ÖÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÉ A B �, É ÐÕÓÔØ 2A + 3B+� = �, A + 2B+� = E, 2B+� = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ � E Z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÏÓØÍÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ÅÄØ ÉÚ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2A + B Ë A + B, ËÁË 2B + � Ë B + �, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ËÏ
×ÓÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ 2A + 3B+� Ë A + 2B + �, ÔÁË ÞÔÏ � Ë E, ËÁË 2A+B Ë A+B. îÏ 2A+B
= (2A + 3B + �) { (2B + �) = � { Z; É A + B = (2A + 3B + �) { (A + 2B + �) = �
{ E. é ×ÏÔ � Ë E, ËÁË � { Z Ë � { E, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÓØÍÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B �
ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 6 4 3.
äÅ×ÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ
ÅÓÔØ A B �, É ÐÕÓÔØ A + 2B + � = �, A + B + � = E, B + � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ �
E Z ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔ ÄÅ×ÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÄØ A + B Ë B, ËÁË B + � Ë �, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ËÏ ×ÓÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ A + 2B +
� Ë B + �, ÔÁË ÞÔÏ � Ë Z, ËÁË A+B Ë B. îÏ A + B = (A + 2B+�) { (B+�) = � { Z; É
B = (A + 2B + �) { (A + B + �) = � { E. é ×ÏÔ � Ë Z, ËÁË � { Z Ë � { E, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ
ÄÅ×ÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ
ÂÕÄÅÔ 4 3 2.
äÅÓÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ïÐÑÔØ ÔÒÅÍÑ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÉ ÂÕÄÕÔ A B �, É ÐÕÓÔØ A + B + � = �, B + � = E, � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ
� E Z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÓÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÄØ B + � Ë �, ÔÏ ÅÓÔØ E Ë Z, ËÁË A + B Ë B. îÏ A + B = (A + B + �)
{ � = � { Z; É B = (B + �) { � = E { Z. é ×ÏÔ E Ë Z, ËÁË � { Z Ë E { Z, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ
ÄÅÓÑÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ
ÂÕÄÅÔ 3 2 1.

íÙ ÓÁÍÉ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÓÔÉÌÅ, ××ÅÄÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Õ ðÁÐÐÁ, É ÒÁÚÒÁÂÏÔÁ× ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ:

\ëÏÇÄÁ ÔÒÅÔØÅ ÐÒÅ×ÙÛÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ, ËÁË ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ, ÓÒÅÄ-
ÎÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÙÍ.
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ïÄÉÎÎÁÄÃÁÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ
ÅÓÔØ A B �, É ÐÕÓÔØ A + 2B + � = �, 2B + � = E, B + � = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ
� E Z ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÄØ A + B Ë B, ËÁË B + � Ë �, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ËÏ ×ÓÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ A + 2B
+ � Ë B + �, ÔÁË ÞÔÏ � Ë Z, ËÁË A + B Ë B. îÏ A + B = (A + 2B + �) { (B + �) = �
{ Z; É B = (2B + �) { (B + �) = E { Z. é ×ÏÔ � Ë Z, ËÁË � { Z Ë E { Z, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ
ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÅÓÌÉ A B � ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ × ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ
ÞÉÓÌÁÈ ÂÕÄÅÔ 4 3 2".

ðÒÉ ÄÅÔÁÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ðÁÐÐÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÎÁ ÓÅÂÑ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ
ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÜÔÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ. ÷ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m : n, Ë ÎÏ×ÙÍ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (m + n) : n, ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÏÇÉÞÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÄ£Ô
ÐÏ ÓÔÒÅÌËÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ÌÅ×ÏÍÕ ÕÚÌÕ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉÃÅ 4, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ðÁÐÐÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÉÈ
ÂÁÚÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÐÏÓÒÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÈ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄ-
ÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÎÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÍÉ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÔÒÏÊËÁ 6 4 3, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ 2 : 1, ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ.

n)n) : (m(m ++ 2 n)n) : (m(m ++ 2
n) : n(m +

n) : n(m +

n) : n(m + n) : n(m +n) : nm( +2 n) : nm( +2

n) : n(m +

ôÁÂÌÉÃÁ 4

á ×ÅÄØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ,
×ÅÄÕÝÉÅ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m : n, Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÍÕ,
ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (m + n) : n. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÁËÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ:

\çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÑ ÅÓÔØ A B �, É ÐÕÓÔØ A + 3B + 2� = �, 2B + 2� = E, B + 2� = Z. ñ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ � E Z ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅÄØ A+B Ë B, ËÁË 2B + 2� Ë 2�, É ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏ ×ÓÅÍ
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ A + 3B + 2� Ë B + 2�, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ � Ë Z, ËÁË A + B Ë B. îÏ
A + B = (A + 3B + 2�) { (B + 2�) = � { Z; É B = (2B + 2�) { (B + 2�) = E { Z. é ×ÏÔ
� Ë Z, ËÁË � { E Ë E { Z, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ. é ÏÎÉ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 6 4 3, ÅÓÌÉ A B � ÔÁË ÖÅ ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ".

÷ÐÒÏÞÅÍ, ÄÌÑ \ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ" ÆÏÒÍÕÌ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎ-
ÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ m+2n

m+n >
√

5+1
2 , ÄÏÌÖÎÏ

ÂÙÔØ m
n <

√
5−1
2 ≈ 0; 618:::, ÎÏ Õ ÎÁÓ ×ÓÅÇÄÁ m

n ≥ 1, ÔÁË ÞÔÏ É ÛÅÓÔÏÅ, É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×ÏÓØÍÏÅ ÐÏ
ðÁÐÐÕ ÓÒÅÄÎÉÅ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ
\ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ" ÆÏÒÍÕÌ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÕÖÅ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ.
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6. úÁÞÅÍ ÂÙÌÉ ÎÕÖÎÙ ÄÅÓÑÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ?
îÁ ×ÏÐÒÏÓ, ×ÙÎÅÓÅÎÎÙÊ × ÚÁÇÏÌÏ×ÏË ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, Ñ ÓËÌÏÎÅÎ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ×ÅÞÁÔØ

ÔÁË: ÎÏ×ÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÐÏÍÉÍÏ ÔÒ£È ÉÚÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÈ, ÂÙÌÉ ÎÕÖÎÙ ÔÅÍ, ËÔÏ ÉÈ ÐÒÉÄÕÍÁÌ, ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÓËÏÌØËÏ \ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ".

íÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÙÓÌÉ ÎÏÓÉÌÏ ÚÄÅÓØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅËÏÅÇÏ \ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ
ÄÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ". åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÉÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÐÏÒÃÉÀ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ É Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ËÁËÉÅ ÅÝ£ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ Ä×ÕÈ
×ÅÌÉÞÉÎ É Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, É ËÁËÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÂÕÄÕÔ ÜÔÉÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÍÉ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ? ëÁË ÎÁÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ,
ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ? é ËÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÁËÉÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ?

ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÒÁÚÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏËÁÚÁÌÓÑ
ÎÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÂÏÇÁÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ. ëÁË ÚÁÍÅÞÁÅÔ ×Ó£ ÔÏÔ ÖÅ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ (Ó. 320), \ÎÅÌØÚÑ
ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×Ó£ ÜÔÏ ÉÍÅÌÏ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÒÁÓÉ×Ï". îÏ ÔÕÔ ÎÁÄÏ
ÓÄÅÌÁÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ É ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÏ É ×ÎÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÖÅ.

åÓÌÉ × ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÏ-ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÎÁÉ×ÙÓÛÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÄÉÁ-
ÌÏÇ ðÌÁÔÏÎÁ ôÉÍÅÊ, ËÏÓÍÏÓ ÍÙÓÌÉÌÓÑ ËÁË Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÍÉ, ÓÒÅÄÎÉÍÉ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓËÒÅÐÁÍÉ, ÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÚÎÁÎÉÅ Ï ÐÒÏÐÏÒÃÉÑÈ É ÓÒÅÄÎÉÈ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÌÏ × ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ
ÏÓÏÂÙÊ ÓÔÁÔÕÓ. é ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÚÁ ÔÅÍ, ËÁË ËÏÓÍÏÓ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ ÒÁÚÒÁ-
ÓÔÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÙÍ É ÏÄÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅ×
ÓËÏÒÅÅ ÌÀÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÎÅÖÅÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ. ÷ÅÄØ É ËÎÉÇÉ îÉËÏÍÁÈÁ É ôÅÏÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÄÌÑ
ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÃÁÒÉÔ × ×ÅÞÎÏÍ É ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÍ ÍÉÒÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÝ-
ÎÏÓÔÅÊ, ×ÏÐÌÏÝÁÑ × ÓÅÂÅ ÉÄÅÀ ÐÏÒÑÄËÁ ËÁË ÔÁËÏ×ÕÀ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÌÕÞÛÅ ÂÕÄÅÔ
ÓËÁÚÁÔØ Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÍÅÔÅ ÔÁË: \×Ó£ ÜÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ËÒÁÓÉ×Ï, Á ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ
ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÅ Ó×ÏÄÉÍÙÊ ÎÉ Ë ÞÅÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ËÒÁÓÏÔÙ".

óÄÅÌÁÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ ×Ù×ÏÄÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë
ÁÎÁÌÉÚÕ ÄÅÓÑÔÉ ÓÒÅÄÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÇ ÍÙ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅÈ ÓÕÇÕÂÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ Ë ÜÔÉÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÉÍÅ-
ÀÝÉÅÓÑ × VII ËÎÉÇÅ ðÁÐÐÁ, Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Á Ï ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÂÏÔÅ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ï ÓÒÅÄÎÉÈ (�"��� �"�o� ���!�). îÁ Ó. 636 ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ \ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ üÒÁÔÏÓÆÅÎÏÍ [ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÅ] ÍÅÓÔÁ Ë ÓÒÅÄÎÉÍ (� �o�o� ���o� �"��o�����) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍ ×ÙÛÅ ×ÉÄÁÍ, ÎÏ
ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÎÉÈ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÉÅÍ ÇÉÐÏÔÅÚ". áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÐÒÏÞÉÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Á ðÁÐÐÁ (Ó. 662,
672), â. ì. ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ (1959, Ó. 332) ÄÅÌÁÅÔ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ üÒÁÔÏÓÆÅÎÏÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÓÔÁ ÂÙÌÉ ËÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, Á \Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚ" ÚÁËÌÀÞÁÌÏÓØ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÜÔÉ ÍÅÓÔÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÉÈ ÔÏÞÅË
ÄÏ ÔÒ£È ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÄÁ×ÁÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÒÅÄÎÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ×ÉÄÏ×.

÷ÐÒÏÞÅÍ, ÉÎÔÅÒÅÓ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÓÔ Ë ÓÒÅÄÎÉÍ ÓÁÍ
ÐÏ ÓÅÂÅ ÅÝ£ ÎÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, ÚÁÞÅÍ ÅÍÕ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÒÅÄ-
ÎÉÈ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ÷ÅÄØ ÐÅÒ×ÙÊ ËÒÕÇ ÚÁÄÁÞ | ÓÕÇÕÂÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, ÄÁÖÅ
ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ". á ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ
ÓÒÅÄÎÉÈ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÕÍÏÚÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÏÌËÁ. ôÁË ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ
ï ÓÒÅÄÎÉÈ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ, Á ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÍÁÔÉËÁ ðÌÁÔÏÎÉËÁ, Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÏ-
ÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ É ÓÒÅÄÎÉÈ × ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÓÍÏÓÁ | ÜÔÏ ×Ó£-ÔÁËÉ ÎÅÞÔÏ
ÄÒÕÇÏÅ.
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ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÙÌÏ×Á ÒÙÂÙ É ÜËÏÎÏÍÉËÁ
÷. éÌØÉÞÅ×, ä. òÏÈÌÉÎ

÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÌÏ×Á ÒÙÂÙ, ÏÐÔÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ ÐÒÉ-
ÂÙÌØ É ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÐÏÐÕÌÑÃÉÀ, × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÙÎÏÞÎÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

çÌÁ×ÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÜËÏÌÏÇÉÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ |
ÂÅÓËÏÎÆÌÉËÔÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏÍ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ.

(÷. á. äÏÌÉÎÓËÉÊ. îÅ×ÏÌØÎÉË Ó×ÏÂÏÄÙ)

öÅÓÔËÁÑ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÍÙÓÌÏÍ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-
ÎÏ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ: ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ É ËÏÎÔÒÏÌØ ×ÙÌÏ×Á. ðÒÁËÔÉËÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ
\ÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÉ" ËÏÎÔÒÏÌØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÞÉÓÔÏ ÄÅËÏÒÁÔÉ×ÎÕÀ ÒÏÌØ, Á ÐÒÅ×ÁÌÉÒÕÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÏ-
ÎÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÌÉ | ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÑ ÐÒÉÂÙÌÉ ÏÔ ×ÙÌÏ×Á (ÚÁ ËÏÒÏÔËÉÊ ÓÒÏË). ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÜÔÏ
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÅÒÅÌÏ× ÒÙÂÎÙÈ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ, É, × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÉÈ ÉÓÞÅÚÎÏ×ÅÎÉÅ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÙÎÏÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÜËÓÐÌÕÁÔÁÃÉÉ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ × ÒÁÍËÁÈ
Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ \ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï | ÒÙÂÁËÉ". ôÁË, ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï (=ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÉË
×ÓÅÊ ×ÏÄÎÏÊ ÜËÏÓÉÓÔÅÍÙ) ÅÖÅÇÏÄÎÏ ÎÁÚÎÁÞÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÃÅÎÕ c (ÒÕÂ/ËÇ) ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÙÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÒÙÂÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÏÂßÅÍÁ ×ÙÌÏ×Á u (ËÇ) ÒÙÂÁË ÄÏÌÖÅÎ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ
ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Õ ÎÁÌÏÇ × ÒÁÚÍÅÒÅ uc (ÒÕÂ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÖÅÇÏÄÎÙÊ ÄÏÈÏÄ D(u) ÒÙÂÁËÁ ÒÁ×ÅÎ
ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÄÁÖÉ ×ÙÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÍ ÒÙÂÙ ÐÏ ÒÙÎÏÞÎÏÊ ÃÅÎÅ É ÏÔÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÌÏÇÁ.

óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÙÂÁË (=ÁÒÅÎÄÁÔÏÒ ÜËÏÓÉÓÔÅÍÙ) ÅÖÅÇÏÄÎÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÏÂ ÏÂÝÅÍ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å (x) ÒÙÂÙ × ÜËÏÓÉÓÔÅÍÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÃÅÎÅ. äÁÌÅÅ, ÏÎ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ
ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÅÖÅÇÏÄÎÙÊ ×ÙÌÏ× ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ D(u). úÄÅÓØ
ÁËÔÕÁÌØÎÁ

ðÒÏÂÌÅÍÁ 1. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÊ ÂÉÏÍÁÓÓÙ ×ÓÅÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÒÙÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÅ ÃÅÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÌÏÇÏÏÂÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÌÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅ-
ÇÉÀ ×ÙÌÏ×Á.

ïÂÙÞÎÏ ÒÙÂÁËÉ ÐÒÅÓÌÅÄÕÀÔ ÌÉÛØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ (ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÑ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉÂÙÌÉ ×
ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÓÒÏËÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ

ðÒÏÂÌÅÍÁ 2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉ \ÚÁÓÔÁ×ÉÔØ" ÒÙÂÁËÏ×-ËÏÎËÕÒÅÎÔÏ× ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØ-
ÓÑ ÏÂÝÅÊ ËÏÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ×ÙÌÏ×Á?

ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÙÌÏ×Á × ÎÅÒÙÎÏÞÎÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ

ðÕÓÔØ xt | ÂÉÏÍÁÓÓÁ ×ÓÅÊ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ × ÇÏÄ t, ÔÏÇÄÁ ÅÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÏÐÉÓÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

xt+1 = F (xt): (1)

÷ ÍÏÄÅÌÑÈ ÜËÏÌÏÇÉÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (r | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ):

F1(x) = rx=(1 + x); F2(x) = rxe−x É ÄÒÕÇÉÅ.
39
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îÉÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÎÅÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÔÉÐÁ F1. á ÉÍÅÎÎÏ, F |
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ É ×ÙÐÕËÌÁÑ ××ÅÒÈ (=×ÏÇÎÕÔÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ; F (x)=x < 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÏÌØ-
ÛÉÈ x; ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ F (0) = 0. äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

F [�x+ �y] ≥ �F (x) + �F (y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ≥ 0;
ÇÄÅ � ≥ 0; � ≥ 0 É � + � = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ F , G | ×ÏÇÎÕÔÙ É � ≥ 0; � ≥ 0, ÔÏÇÄÁ �F + �G
ÔÏÖÅ ×ÏÇÎÕÔÁ.

ðÒÉ F ′(0) > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x∗ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x∗ = F (x∗).
÷ÅÌÉÞÉÎÁ x∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅÍ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ (1) ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÅ-
ÖÉÍÙ: ×ÓÑËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xt} ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÀ x∗
(ÄÏËÁÖÉÔÅ! ).

ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÙÌÏ×Á (u) ÅÖÅÇÏÄÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÂÉÏÍÁÓÓÙ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×
ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

xt+1 = F (xt − ut); (2)
ÇÄÅ 0 ≤ ut ≤ xt ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ×ÙÌÏ×Ï× ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ.

ðÕÓÔØ p(u) | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ \ÒÙÂÁËÁ" ÏÔ ÐÒÏÄÁÖÉ u ËÇ ÒÙÂÙ. ÷ ÜËÏÎÏÍÉËÅ ÐÏÌÁÇÁÀÔ:
ÆÕÎËÃÉÑ p | ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ×ÏÇÎÕÔÁ; p(0) = 0. îÁÐÒÉÍÅÒ, p(u) = u=(1 +u), p(u) = ln(1 +u)
É Ô.Ð. úÄÅÓØ ÓÒÅÄÎÑÑ ÃÅÎÁ ÒÙÂÙ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ p(u)=u. äÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ | ÜÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÒÏÓÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÐÁÄÅÎÉÅ ÃÅÎÙ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ: ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ F É p ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ (Ô.Å ÏÂÅ ÉÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). éÚ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F ′(x) É p′(x) | ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÉÍ p′(0) = 1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÙÎÏÞÎÏÊ ÃÅÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÙÂÙ.

÷ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ 1 ÒÕÂÌØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÅÇÏÄÎÑ, ÃÅÎÎÅÅ, ÞÅÍ 1 ÒÕÂÌØ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÇÏÄ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÁÎË ÎÁÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ (ÄÉÓËÏÎÔ) 0 <  < 1, Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔ \ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑ (ÇÏÄ=0)" ÂÕÄÕÝÕÀ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÀÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ
ÉÍ ÄÏÈÏÄÏ× {d0; d1; :::; dn}:

D = d0 + d1 + :::+ ndn:
ïÂÙÞÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (1= − 1) ÂÌÉÚËÁ Ë ÂÁÎËÏ×ÓËÏÊ ÐÒÏÃÅÎÔÎÏÊ ÓÔÁ×ËÅ.
÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÉ ÄÉÓËÏÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ

ÄÏÈÏÄÁ ÚÁ T ÛÁÇÏ×:
∑T

0
tp(ut) (3)

ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ×ÙÌÏ×ÁÍ {ut}.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÚËÏ ÐÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ Ó F ′(0) < 1= É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p(u) = u

ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÌÏ× ×ÓÅÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ × ÐÅÒ×ÙÊ ÖÅ ÇÏÄ (ÄÏËÁÖÉÔÅ! ). ðÏÜÔÏÍÕ
× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÙÓÏËÏ ÐÒÏÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ Ó F ′(0) > 1=.

éÚÌÏÖÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ (3) ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÄÅÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÎÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ òÉÞÁÒÄÏÍ âÅÌÌÍÁÎÏÍ. ðÕÓÔØ x (ÉÌÉ x0) | ÎÁ-
ÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉÏÍÁÓÓÙ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ; ÞÅÒÅÚ BT (x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (3) ÐÏ ×ÓÅÍ
ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ. ëÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ (ÆÕÎËÃÉÀ âÅÌÌÍÁÎÁ)? ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ
ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ T . ôÁË, ÉÚ (3) ÓÒÁÚÕ ÎÁÈÏÄÉÍ

B0(x) = p(x):
ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ BT (x) É BT−1(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÀ ÎÁ ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ

ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; T ]. ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎ ×ÙÌÏ× u, ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÐÒÏÃÅÓÓÙ:
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Á) ÒÙÂÁË ÐÏÌÕÞÉÔ ÄÏÈÏÄ, ÒÁ×ÎÙÊ p(u);
Â) ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÏÄ ÂÉÏÍÁÓÓÁ ÒÙÂÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ x1 = F (x − u). îÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÍ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÅ [1; T ] ÒÙÂÁËÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁËÖÅ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏ (ËÕÓÏË ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ
ÔÏÖÅ ÏÐÔÉÍÁÌÅÎ!). ôÏÇÄÁ ÄÉÓËÏÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÏÈÏÄ ÒÙÂÁËÁ (× ÐÅÒÅÓÞÅÔÅ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÇÏÄ, ÒÁ×-
ÎÙÊ 0) ÒÁ×ÅÎ BT−1(x1).

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ [0; T ] ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× u, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ:

p(u) + BT−1(F (x− u)) → max;

ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ u. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

BT (x) = max[p(u) + BT−1(F (x− u))] ÐÏ ×ÓÅÍ u ÉÚ [0; x]: (4)

ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ
B1(x); B2(x); ::: (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). óÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ (÷.ç. éÌØÉÞÅ×, ä.â. òÏÈÌÉÎ, ç.á. õÇÏÌØÎÉÃËÉÊ.
éÚ×. áî. ôÅÏÒÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, 2000, �4), ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÈ ÐÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

T
B
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òÉÓ. 1. ðÅÒ×ÙÅ ÓÅÍØ ÆÕÎËÃÉÊ âÅÌÌÍÁÎÁ {B1(x); :::; B7(x)} ÐÒÉ F (x) = 4x=(1 + x) É
p(u) = ln(1 + u).

A. æÕÎËÃÉÑ BT (x) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ x. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ {ut} | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ×ÙÌÏ×Ï×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÂÉÏÍÁÓÓÅ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ x. äÌÑ x < y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {vt}, × ËÏÔÏÒÏÊ v0 = y − x+ u0 É vt = ut ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ≥ 1. ôÏÇÄÁ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

∑T
0
tp(ut) <

∑T
0
tp(vt):

úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÙÌÏ×Ï×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ y, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
BT (x) < BT (y).

B. æÕÎËÃÉÑ BT (x) ×ÏÇÎÕÔÁ ÐÏ x. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ T . äÌÑ T = 0 ÉÍÅÅÍ B0(x) = p(x) É,
ÚÎÁÞÉÔ, B0(x) ×ÏÇÎÕÔÁ ÐÏ x. ðÕÓÔØ BT−1 ×ÏÇÎÕÔÁ (× ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ É ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÅÔ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ H = BT−1 ◦ F | ×ÏÇÎÕÔÁ.

ðÕÓÔØ u É v | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÌÏ×Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ x É y. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÌÏ×
w = �x + �y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ z = �x + �y: ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ p,
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ
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BT (z) ≥ p(w) + H(z − w) ≥ �p(u) + �p(v) + [�H(x− u) + �H(y − v)]:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ BT (z) ≥ �BT (x) + �BT (y).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ F É p \ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ-

ÓÑ" ÆÕÎËÃÉÅÊ âÅÌÌÍÁÎÁ.

C. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÙÌÏ×Ï× ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ [0; T − 1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÎÁ
ÏÔÒÅÚËÅ [0; T ]. ðÏÜÔÏÍÕ BT−1(x) ≤ BT (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ≥ 0.

ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ BT−1 ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× uT ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÔÏÑ-
ÝÅÊ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ (4). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÐÏ ÏÂÅÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ×ÏÇÎÕÔÁ ÐÏ
u. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ (ë. ìÁÎËÁÓÔÅÒ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÜËÏÎÏÍÉËÁ) ×ÙÌÏ× uT ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÅÞÁÌØÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ u0(x) = x, ÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÇÏÄ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÙÌÏ×ÉÔØ ÐÏÐÕÌÑÃÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ (3) ÐÒÉ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏÍ ÐÅÒÉÏÄÅ ÐÒÏÍÙÓÌÁ (T = ∞). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(x) ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {BT (x)}
ÐÒÉ T → ∞. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ É
×ÏÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ïÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ âÅÌÌÍÁÎÁ

B(x) = max[p(u) + B(F (x− u))] ÐÏ ×ÓÅÍuÉÚ [0; x]: (5)

ó ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, B(x) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÄÏÈÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ ÜËÓÐÌÕÁÔÁÃÉÉ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ. ðÏ ÓÕÔÉ, B(x) | ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÒÙÂÎÏÊ ÐÏÐÕÌÑÃÉÉ,
ËÏÇÄÁ ÅÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ x. ëÁË É ÒÁÎÅÅ, B′(0) = ∞ É ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× u(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÌÏ×Á ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï u(x) < x ÐÒÉ ×ÓÅÈ
x > 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x > 0 ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× u(x) = x. ðÏÜÔÏÍÕ

B(x) = p(x):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÌÏ×Ï×: u0 = x − " É u1 = F (") ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ
" > 0; ut = 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ t ≥ 2. úÄÅÓØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏÈÏÄ

D(") = p(x− ") + p(F (")):

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, D(0) = p(x) É D′(0) = F ′(0)−p′(x). ðÏÓËÏÌØËÕ F ′(0) > 1 É p′(x) < 1, ÔÏ D′(0) > 0.
úÎÁÞÉÔ, D(") > B(x) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ " > 0, ÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ
ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ×ÙÌÏ×Å, ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÎÏÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ, ÐÏÐÕÌÑÃÉÑ
ÎÅ ×ÙÍÉÒÁÅÔ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ).

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÌÏ×Á u=u(x) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ

B′(x) = p′(u): (6)

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ u | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

B(x) = p(u) + B(F (x− u)):
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÓÅÄÎÀÀ ÔÏÞËÕ x+", ÇÄÅ " ÍÁÌÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, u+" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ
× ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

B(x+ ") ≥ p(u+ ") + B(F (x− u)):
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ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

B(x+ ")−B(x) ≥ p(u+ ")− p(u):

òÁÚÄÅÌÉÍ ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0 É ÕÓÔÒÅÍÉÍ ÅÇÏ Ë 0, ÔÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ B′(x) ≥
p′(u). åÓÌÉ ÐÒÉ " < 0 ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ B′(x) ≤ p′(u). ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÁ-
×ÌÉ×ÁÅÍ B′(x) = p′(u).
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òÉÓ. 2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ (á) É ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× (â)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë p′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, q ÕÂÙ×ÁÅÔ É, ÚÎÁÞÉÔ, u(x) = qB′(x)
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÇÄÅ ×ÙÌÏ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
u(x) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ, u(x) ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ É ÐÒÉ ×ÓÅÈ x > x0. ïÔÓÀÄÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2):

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

u(x) = 0 ÄÌÑ x ≤ N É u(x)

| ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ N < x, ÇÄÅ N | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ("ÎÅÐÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÎÙÊ
ÚÁÐÁÓ").

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ x ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
{u0; u1; :::} | ÎÁÂÏÒ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÌÏ×Ï×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x0. åÓÌÉ x0 ÍÁÌÏ,
ÔÏ F ′(z) > 1= ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ÉÚ [0; x0].

ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÌÏ×Ï×:

v0 = 0; v1 = u1 + F (x0)− F (x0 − u0) É vt = ut ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ t ≥ 2:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÌÏ×Ù u0; u1; v0; v1 ÍÁÌÙ, ÔÏ p(ut) ≈ ut É p(vt) ≈ vt ÄÌÑ t = 0; 1. ðÕÓÔØ H
| ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÏÈÏÄÏ× ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ (=ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ) É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

H ≈ u0 + u1 − v0 − v1 = u0 + [F (x0 − u0)− F (x0)]:

ïÂÓÕÄÉÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ H ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ u0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, H(0) = 0 É

H ′(u0) = 1− F ′(x0 − u0) < 0

ÄÌÑ u0 ×ÓÅÈ ÉÚ [0; x0]. ðÏÜÔÏÍÕ H ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÐÒÉ u0 = 0.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÍÁÌÏÊ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÒÙÂ ÎÅÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÐÒÏÍÙÓÅÌ. îÁ ÐÒÁË-

ÔÉËÅ ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÀÔ.
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÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ B(x). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x É B′(x) > B′(N) = 1 ÐÒÉ x < N . óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÐÒÏÓÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ
Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

B′(x) = p′(u) < 1; (7)

ÔÏ u = u(x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× × ÔÏÞËÅ x.

òÙÎÏÞÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÍÙÓÌÏÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÄÅÅ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÃÅÎ (c). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ × ÍÏÍÅÎÔ t ÒÙÂÁË ×ÙÌÏ×ÉÌ u ÒÙÂÙ, ÔÏ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ
ÎÁÌÏÇ × ÒÁÚÍÅÒÅ uct, ÇÄÅ ct = B′(xt). á ÐÏcÌÅ ÅÅ ÐÒÏÄÁÖÉ ÒÙÂÁË ÐÏÌÕÞÉÔ ÄÏÈÏÄ p(u). ðÏÜÔÏÍÕ
ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÑ ÅÖÅÇÏÄÎÏÊ ÐÒÉÂÙÌÉ ÒÙÂÁËÏÍ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÌÏËÁÌØÎÏÊ) ÚÁÄÁÞÉ:

max[p(u)− uct] ÐÏ ×ÓÅÍ uÉÚ [0; xt]: (8)

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÌÏ× × ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (8) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ
×ÙÌÏ×ÏÍ × ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (5).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ H(u) = p(u)− uB′(x). ïÎÁ ×ÏÇÎÕÔÁ É
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ H(0) = 0. îÁ ËÒÁÑÈ ÏÔÒÅÚËÁ [0; x]ÏÃÅÎÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ H. ôÁË, Ó
ÕÞÅÔÏÍ p′(0) = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

H ′(0) = 1−B′(x) É H ′(x) = p′(x)−B′(x):

1 3 5

1

A

H

U

Á

òÉÓ. 3. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ H(u) ÐÒÉ B′(x) ≥ 1 (ÓÍ. á) É ÐÒÉ B′(x) < 1 (ÓÍ. â).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).
1) ðÒÉ 0 < x ≤ N (=ÎÅÐÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÎÙÊ ÚÁÐÁÓ) ÉÍÅÅÍ B′(x) ≥ 1 É, ÚÎÁÞÉÔ, H ′(0) ≤ 0 É H ′(x) <

0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÕÍ H ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ u = 0. üÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.
2) ðÒÉ x > N ÉÍÅÅÍ B′(x) < 1 É, ÚÎÁÞÉÔ, H ′(0) > 0. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔ

ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ B′(x) = p′(u) > p′(x). ðÏÜÔÏÍÕ H ′(x) < 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ
H ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ (û) ÏÔÒÅÚËÁ [0; x], É ÔÏÇÄÁ H ′(û) = 0. äÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ B′(x) = p′(û) < 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 4 ×ÙÌÏ× û ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (5).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅÒÙÎÏÞÎÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï ÓÁÍÏ ÚÁÎÉÍÁÌÏÓØ ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÅÊ ÃÅÌÅ×ÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ (3). á × ÒÙÎÏÞÎÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï \ÐÏÒÕÞÁÅÔ" ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏÍÙÓÌÁ ÒÙÂÁËÕ
(=ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï \ÌÏ×ÉÔ ÒÙÂÕ ÞÕÖÉÍÉ ÒÕËÁÍÉ"). úÁ ÜÔÏ ÏÎÏ ×ÙÎÕÖÄÅÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØÓÑ ÞÁÓÔØÀ Ó×ÏÅÇÏ
ÄÏÈÏÄÁ.

\÷ÏÌÛÅÂÎÁÑ ÓÉÌÁ" ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÃÅÎ: ÏÔ ËÏÎËÕÒÅÎÃÉÉ Ë ËÏÏÐÅÒÁÃÉÉ.
ðÕÓÔØ Ä×Á ÒÙÂÁËÁ ÏÂÌÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÏÐÕÌÑÃÉÀ. ôÏÇÄÁ ÅÅ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ
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xt+1 = F (xt − ut − vt); (9)
ÇÄÅ ×ÙÌÏ×Ù ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ ut ≥ 0, vt ≥ 0, É ut + vt ≤ xt. äÁÎÎÙÅ
ÒÙÂÁËÉ ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ×ÏÇÎÕÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ r É q Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÖÎÉÈ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ: r(0) = q(0) = 0 É r′(0) = q′(0) = 1. äÏÈÏÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÙÂÁËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ
ÄÉÓËÏÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ×ÉÄÁ (3), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÙÂÁËÉ ËÏÎËÕÒÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ-
ÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÄÅÓØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ, ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ
ÉÈ ×ÙÌÏ×.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÃÅÎÕ (=ÎÁÌÏÇ), ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ËÏÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÒÙÂÁ-
ËÏ× (ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÁ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Õ). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÜËÏÎÏÍÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÙÂÁËÁ ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÅÍÕ ÕËÌÏÎÉÔØÓÑ ÏÔ ËÏÏÐÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ (ÈÏÔÑ
ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ É ÎÅ ÐÏÄÏÚÒÅ×ÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ!).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÚÁÐÁÓÅ (x) ÒÙÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ B(x) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÄÏÈÏÄ ÏÔ ËÏÏÐÅÒÁÃÉÉ ÒÙÂÁËÏ× :

∑∞
0
t[r(ut) + q(vt)]

ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍ {ut} É {vt}. ÷ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÌÁÎÅ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÍÁ Ë ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

p(z) = max[r(u) + q(v)] ÐÏ ×ÓÅÍ u; v ≥ 0 É u+ v ≤ z:
îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÏËÁÖÉÔÅ! ), ÞÔÏ p ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÅÖÎÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ

ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔÉ. ðÒÉ z > 0 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u; v, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ max,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ É u+ v = z.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ u = u(x) É v = v(x) | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÌÏ×Ù × ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÚÎÁË. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ 2 É 4 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. äÌÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÌÏ×Ï× u = u(x)É v =
v(x) ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

B′(x) = r′(u) = q′(v) < 1: (11)
ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ (11), ÔÏ u É v | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÌÏ×Ù × ÔÏÞËÅ
x.

ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌÅ ÇÏÄÁ t ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï ÚÁÄÁÌÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÃÅÎÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ct = B′(xt). üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÔ ÇÏÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÒÙÂÁË ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÐÌÁÔÉÔØ ÎÁÌÏÇ × ÒÁÚÍÅÒÅ ct ÚÁ ËÁÖÄÕÀ
ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÙÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÒÙÂÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÙÂÁËÏ× ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ :

1) max[q(u)− uct] ÐÏ ×ÓÅÍ u ÉÚ [0; xt].

2) max[r(v)− vct] ÐÏ ×ÓÅÍ v ÉÚ [0; xt].

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (11) ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÙÌÏ×Ù × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ
×ÙÌÏ×ÁÍÉ × ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (7).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÌÏÇÏ×ÁÑ ÐÏÌÉÔÉËÁ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÙÂÁËÏ× ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ËÏÏÐÅÒÁÔÉ×-
ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ×ÙÌÏ×Á. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÎÁ \ÒÁÚÕÍÎÙÈ" ÒÙÂÁËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ
ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÅÓÌÅÄÕÀÔ Ó×ÏÉ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÁÍ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ × \ÒÁÚÕÍÎÏ-
ÓÔÉ" ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÙÂÁËÏ×, ÔÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÉÅ ÎÁÌÏÇÏ×ÙÅ
ÓÈÅÍÙ.

÷. éÌØÉÞÅ×,
ÄÏËÔÏÒ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË.

ä. òÏÈÌÉÎ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.
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§ 7. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ É Å£ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ
÷ ÆÏÒÍÕÌÅ íÕÁ×ÒÁ (cos�+ i sin�)n = cosn�+ i sinn� ÐÏÌÏÖÉÍ � = x

n , ÔÏÇÄÁ cosx+ i sinx =
=

(
cos xn + i sin x

n
)n. ÷ÏÚØÍ£Í ÐÒÅÄÅÌ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÉ n→∞.

lim
n→∞(cosx+ i sinx) = lim

n→∞

(
cos xn + i sin xn

)n
;

Ô. Å.
cosx+ i sinx = lim

n→∞

(
cos xn + i sin xn

)n

óÐÒÁ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 1∞. îÁÊÄ£Í

lim
n→∞

(
ln

(
cos xn + i sin xn

)n)
= lim

n→∞

(
n ln

(
cos xn + i sin xn

))
= lim

n→∞
ln

(
cos xn + i sin x

n
)

1
n

=

= lim
n→∞

1
cos xn+i sin x

n
· (− sin x

n + cos xn
) · (−x

n
)

− 1
n2

= lim
n→∞

(
x · − sin x

n + i cos xn
cos xn + i sin x

n

)
=

= lim
n→∞

(
x

(
− sin xn + i cos xn

)(
cos xn − i sin xn

))
= lim

n→∞

(
xi

(
cos2 x

n + sin2 x
n

))
=

= xi lim
n→∞

(
cos2 x

n + sin2 x
n

)
= xi:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, lim
n→∞

(
cos xn + i sin x

n
)n = eix, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ

cosx+ i sinx = eix:
ðÒÅÄÅÌ lim

n→∞(cos xn + i sin x
n)n ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

lim
n→∞

(
cos xn + i sin xn

)n
= lim

n→∞

(
1 +

(
cos xn − 1 + i sin xn

))n
=

= lim
n→∞

(
1 +

(
2i sin x

2n cos x
2n − 2 sin2 x

2n
))n

=

= lim
n→∞

[(
1 + 2 sin x

2n
(
i cos x

2n − sin x
2n

)) 1
2 sin x

2n (i cos x
2n−sin x

2n )
](2 sin x

2n (i cos x
2n−sin x

2n ))·n
=

= e
lim
n→∞

2 sin x
2n (i cos x

2n−sin x
2n )

1
n = e

i lim
n→∞

2 sin x
2n

1
n = ei lim

n→∞x· sin
x
2nx

2n = exi lim
n→∞

sin x
2nx

2n = eix:
éÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ex, sinx, cosx ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅ-

ÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ:

ex =1 + x+ x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn
n! + · · · ;

sinx =x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + · · ·+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)! + · · · ;

cosx =1− x2

2! + x4

4! −
x6

6! + · · ·+ (−1)n+1 x2n−2

(2n− 2)! + · · · ;

46
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ÔÏÇÄÁ
sinx+ cosx = 1 + x− x2

2! −
x3

3! + x4

4! + x5

5! − · · · :

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÄÌÑ sinx + cosx �ÐÏÈÏÖ� ÎÁ ÒÑÄ ÄÌÑ ex, ÒÁÚÌÉÞÉÅ × ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÚÎÁËÏ× �+� É
�−�. âÙÌÉ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÙ ÐÏÐÙÔËÉ ÎÁÊÔÉ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ sinx, cosx, ex, ÎÏ ÂÅÚÕÓÐÅÛÎÏ: × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏÊ Ó×ÑÚÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ïÄÎÁËÏ × ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÉÓËÏÍÕÀ Ó×ÑÚØ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ: × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ex × ÒÑÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÍ x ÎÁ ix:

eix = 1 + ix+ (ix)2

2! + (ix)3

3! + (ix)4

4! + (ix)5

5! + (ix)6

6! + (ix)7

7! + · · · =

=
(

1− x2

2! + x4

4! −
x6

6!

)
+ i

(
x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + · · ·
)

= cosx+ i sinx:

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÔØÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÊÄÅÍ eix, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉ-
ÓÌÁ e: e = lim

n→∞
(
1 + 1

n
)n. ôÏÇÄÁ

eix =
(

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n)ix
=

(
lim
n→∞

(
1 + ix

n

) n
ix

)ix

=
(

lim
n→∞

(
1 + ix

n

))n
= lim

n→∞

(
1 + ix

n

)n
=

= lim
n→∞

(
1 + n · ixn + n(n− 1)

1 · 2
( ix
n

)2
+ n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
( ix
n

)3
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

1 · 2 · 3 · 4
( ix
n

)4
+

+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)
1 · 2 · 3 · 4 · 5

( ix
n

)5
+ · · ·

)
=

= lim
n→∞

(
1 + ix+ 1

2! ·
n(n− 1)

n2 (−x)2 + 1
3! ·

n(n− 1)(n− 2)
n3 (−ix3) + 1

4! ·
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

n4 x4 +

+ 1
5! ·

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)
n5 ix5 + · · ·

)
=

= 1+ix−x
2

2! −i
x3

3! +x4

4! +ix
5

5! +· · · =
(

1− x2

2! + x4

4! − · · ·
)

+i
(
x− x3

3! + x5

5! − · · ·
)

= cosx+i sinx:

÷ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ eix = cosx+ i sinx ×ÍÅÓÔÏ x ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ −x:

e−ix = cos(−x) + i sin(−x) = cosx− i sinx:

óËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÍ:

cosx = eix + e−ix
2 ; sinx = eix − e−ix

2i :

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ×ÅÒÎÙ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ ÐÒÉ �ÏÂÙÞÎÏÍ� ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

sin2 x+ cos2 x =
(eix − e−ix

2i

)2
+

(eix + e−ix
2

)2
= −1

4
(
e2ix − 2 + e−2ix) + 1

4
(
e2ix + 2 + e−2ix) =

= 1
2 + 1

2 = 1; sin′ x = ieix − (−i)e−ix
2i = eix + e−ix

2 = cosx;

2 sinx cosx = 2 · e
ix + e−ix

2 · e
ix − e−ix

2i = e2ix − e−2ix

2i = sin 2x:

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÞÅÒÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÄÁ£Ô ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ.
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îÁÐÒÉÍÅÒ:

cosx+cos 2x+cos 3x+ · · ·+cosnx = eix + e−ix
2 + e2ix + e−2ix

2 + e3ix + e−3ix

2 + · · ·+ enix + e−nix
2 =

= 1
2

((eix)n − 1
eix − 1 · eix + (e−ix)n − 1

e−ix − 1 · e−ix
)

=

= 1
2 ·

eixn − eix(n+1) − 1 + eix + e−ixn − 1− e−ix(n+1) + e−ix
1− eix − e−ix + 1 =

= 1
2 ·

eixn+e−ixn
2 − eix(n+1)+e−ix(n+1)

2 + eix+e−ix
2 − 1

1− eix+e−ix
2

= 1
2 ·

cosnx− cos(n+ 1)x+ cosx− 1
1− cosx =

= 2 sin x
2 sin

(
nx+ x

2
)− 2 sin2 x

2
4 sin2 x

2
= sin

(
nx+ x

2
)− sin x

2
2 sin x

2
= 2 sin nx

2 cos n+1
2 x

2 sin x
2

= sin nx
2 cos n+1

2 x
sin x

2
:

ôÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÇÄÅ ÐÏÉÓËÉ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÐÒÉ£ÍÏ× ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÙ.

÷ÙÒÁÚÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ üÊÌÅÒÁ cosn x × ×ÉÄÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. éÍÅÅÍ:

cosn x =
(eix + e−ix

2

)n
= 1

2n

(
eixn+e−ixn+C1

n
(
eix(n−2) + e−ix(n−2)

)
+C2

n
(
eix(n−4) + e−ix(n−4)

)
+

+ C3
n

(
eix(n−6) + e−ix(n−6)

)
+ · · ·

)
=

= 1
2n−1

(
cosnx+ C1

n cos(n− x)x+ C2
n cos(n− 4)x+ C3

n cos(n− 6)x+ · · ·
)
;

ÞÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.
ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ üÊÌÅÒÁ ÄÁ£Ô ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×Ù-

ÞÉÓÌÉÍ
∫
e�x cos�x dx.

úÁÍÅÎÉÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ cos�x ÞÅÒÅÚ ei�x+e−i�x
2 , ÉÍÅÅÍ:

∫
e�x cos�x dx = 1

2

∫
e(�+i�)x dx+ 1

2

∫
e(�−i�)x dx = 1

2 ·
1

�+ i� e
(�+i�)x + 1

2 ·
1

�− i� e
(�−i�)x =

= e�x
2 · (�− i�)ei�x + (�+ i�)e−i�x

(�+ i�)(�− i�) = e�x
2(�2 + �2) ·

(
�ei�x − i�ei�x + �e−i�x + i�e−i�x

)
=

= e�x
(�2 + �2) ·

(
� · e

i�x + �e−i�x
2 + � · e

i�x − �e−i�x
2i

)
= e�x

(�2 + �2) · (� cos�x+ � sin�x) :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
∫
e�x sin�x dx. äÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÜÔÉ Ä×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ,

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ.
÷ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ eix = cosx+ i sinx ÐÏÌÏÖÉÍ x = �, ÐÏÌÕÞÉÍ:

ei� = cos� + i sin� = −1;

ÏÔËÕÄÁ ei� + 1 = 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ e É � ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË
ìÉÎÄÅÍÁÎÎ, ËÏÔÏÒÙÊ × 1882 Ç. × ÒÁÂÏÔÅ �ï ÞÉÓÌÅ �� ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �, ÏÔËÕÄÁ
ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ ËÒÕÇÁ.

§ 8. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ

òÅÛÅÎÉÅ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÁÖÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ y3 + ay2 + by + c = 0, ÇÄÅ a, b, c |
ÄÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ y3 ÒÁ×ÎÙÍ 1.
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óÄÅÌÁÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y = x+ �, ÔÏÇÄÁ

(x+ �)3 + a(x+ �)2 + b(x+ �) + c = 0

ÉÌÉ
x3 + (3x2�+ ax2) + (3x�2 + 2a�x+ bx) + (�3 + a�2 + b�+ c) = 0:

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = −a
3 , ÔÏ ÞÌÅÎ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x2, ÐÒÏÐÁÄ£Ô, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:

x3 + px+ q = 0; ÇÄÅ p; q ∈ C: (1)

ðÏÌÏÖÉÍ x = u+ v É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (1), ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ:

u3 + v3 = (u+ v)(3uv + p) + q = 0:

ôÁË ËÁË ÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ x ××ÅÌÉ Ä×Á ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ u É v, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏ, ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ 3uv+ p = 0, ÉÌÉ uv = −p

3 , ÔÏÇÄÁ u3 + v3 = −q É u3v3 = − (p
3
)3, ÏÔËÕÄÁ u3 É v3 | ËÏÒÎÉ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t2 + qt− (p
3
)3 = 0. îÁÈÏÄÉÍ:

u3 = −q2 +
√(q

2
)2

+
(p

3
)3

É v3 = −q2 −
√(q

2
)2

+
(p

3
)3
:

ôÏÇÄÁ

x = 3

√
−q2 +

√(q
2
)2

+
(p

3
)3

+ 3

√
−q2 −

√(q
2
)2

+
(p

3
)3
:

ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + px + q = 0 ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ
u É v ÎÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ uv = −p

3 .
ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÄÁÎÏ, ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ × 1534 ÇÏÄÕ.
ðÕÓÔØ u1 | ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÚÎÁÞÅÎÉÊ u, ÔÏÇÄÁ Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u | ÜÔÏ u2 = u1" É u3 = u1"2,

ÇÄÅ " = −1
2+i

√
3

2 = cos 2�
3 +i sin 2�

3 É "2 = −1
2−i

√
3

2 = cos 4�
3 +i sin 4�

3 . v1 = − p
3u1

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
u1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ v1.

v2 = − p
3u2

= − p
3u1(cos 2�

3 + i sin 2�
3 ) = v1

(
cos 2�

3 − i sin 2�
3

)
= v1

(
−1

2 − i
√

3
2

)
;

v3 = − p
3u3

= − p
3u1(cos 4�

3 + i sin 4�
3 ) = v1

(
cos 4�

3 − i sin 4�
3

)
= v1

(
−1

2 + i
√

3
2

)
:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

x1 = u1 + v1;

x2 = u1

(
−1

2 + i
√

3
2

)
+ v1

(
−1

2 − i
√

3
2

)
= −u1 + v1

2 + i
√

3
2 (u1 − v1);

x3 = u1

(
−1

2 − i
√

3
2

)
+ v1

(
−1

2 + i
√

3
2

)
= −u1 + v1

2 − i
√

3
2 (u1 − v1):

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ � =
( q

2
)2 +

(p
3
)3 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1). éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
I. åÓÌÉ � 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÐÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÏÒÎÑ x1 = x2 = �

É x3 = �. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÷ÉÅÔÁ

x1 + x2 + x3 = 2�+ � = 0;
x1x2 + x1x3 + x2x3 = �2 + �� + �� = �2 + 2�� = p;
x1x2x3 = �2� = −q:
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ïÔÓÀÄÁ � = −2� É p = �2−4�2 = −3�2 É q = −�2(−2�) = 2�3: ôÏÇÄÁ � =
( q

2
)2 +

(p
3
)3 �6−�6 = 0,

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ � 6= 0.
II. åÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÐÒÉ p 6= 0 É q 6= 0 ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ x1 É ÏÄÉÎ

Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ x2 = x3. üÔÉ ËÏÒÎÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ x1 = 3q
p , x2 = x3 = − 3q

2p , ÎÅ
ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÀ ËÏÒÎÅÊ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ � =
( q

2
)2 +

(p
3
)3 = 0, ÔÏ

u = 3

√
−q2 = − q

2 3
√
− (p

3
)3
:

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ u ×ÏÚØÍ£Í u1 = 3q
2p , ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

v1 = − p
3u1

= −2p2

9q =
6

(
− (p

3
)3)

pq = 6
( q

2
)2

pq = 3q
2p = u1;

x1 = u1 + v1 = 3q
p ;

x2 = −2u1
2 = −u1 = −3q

2p ;

x3 = −2u1
2 = −u1 = −3q

2p;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ p É q

x3 + px+ q = 0.
I. � = 0: ×ÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÐÒÉÞ£Í Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙ, ÔÁË ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ � = 0 ËÏÒÎÉ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + px+ q = 0 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ p É q:

x1 = 3q
p ; x2 = x3 = −3q

2p:

II. � > 0: ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÅ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚØÍ£Í ÄÌÑ u1 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 3

√
− q

2 +
√

�, ÔÏÇÄÁ v1 = −p=3
u1

| ÔÏÖÅ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁË ËÁË

x1 = u1 + v1;

x2 = −u1 + v1
2 + i

√
3

2 (u1 − v1);

x3 = −u1 + v1
2 − i

√
3

2 (u1 − v1);

ÔÏ x1 | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á x2 É x3 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÅ.
III. � < 0: ×ÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, u1 = 3

√
− q

2 +
√

� | ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏÇÄÁ v1 | ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÅÍÕ ÍÎÉÍÏÅ
ÞÉÓÌÏ, ÔÁË ËÁË u1 · v1 = p

3 | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ðÕÓÔØ u1 = a + bi, ÔÏÇÄÁ v1 = a − bi. éÍÅÅÍ: x1 = 2a, x2;3 = −a ±

√
3b, Ô. Å. x1, x2, x3 |

×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ x1, x2, x3. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
ôÁË ËÁË � < 0, ÔÏ � = −�2, ÇÄÅ � > 0, � ∈ R. ôÏÇÄÁ u = 3

√
− q

2 + �i. îÁÊÄ£Í ÍÏÄÕÌØ
É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÏÄËÏÒÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:

r =
√(

−q2
)2

+ �2 =
√
q2

4 − q2

4 − p3

27 =
√
−p

3

27 :
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(åÓÌÉ � = q2

4 + p3

27 < 0, ÔÏ p < 0 É −p3

27 > 0.)

cos' = −q=2
r = − q

2r ; sin' = �
r > 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

u = 3
√
r(cos'+ i sin') = 3√r

(
cos '+ 2�k

3 + i sin '+ 2�k
3

)
;

u1 = 3√r
(

cos '3 + i sin '3
)
;

u2 = 3√r
(

cos '+ 2�
3 + i sin '+ 2�

3

)
;

u3 = 3√r
(

cos '+ 4�
3 + i sin '+ 4�

3

)
:

ôÅÐÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ v1, v2, v3.

|u| = 3√r = 3

√√
−p

3

27 =

√
3
√
−p

3

27 =
√
−p3 :

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ |z|2 = z · �z. ôÏÇÄÁ |u|2 = u · �u = −p
3 . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, u · v = −p

3 , ÏÔËÕÄÁ v = �u,
Ô. Å.

v1 = �u1 = 3√r
(

cos '3 − i sin '3
)
;

v2 = �u2 = 3√r
(

cos '+ 2�
3 − i sin '+ 2�

3

)
;

v3 = �u3 = 3√r
(

cos '+ 4�
3 − i sin '+ 4�

3

)
:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,

x1 = 2 3√r cos '3 ;

x2 = 2 3√r cos '+ 2�
3 ;

x3 = 2 3√r cos '+ 4�
3 ;

r É cos' = − q
2r ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ p É q.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ cos '3 , Á ÚÎÁÞÉÔ É sin '
3 , cos

('
3 + 2�

3
)
,
('

3 + 4�
3

)
ÞÅÒÅÚ cos' = − q

2r , ÔÏÇÄÁ
x1; x2, x3 ÂÕÄÕÔ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ p É q.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

cos' = 4 cos3 '
3 − 3 cos '3 = − q

2
√
−p3

27

= − q
2

∣∣p
3
∣∣
√
−p

3

= 3q
2p

√
−p

3

:

éÍÅÅÍ: 4 cos3 '
3 − 3 cos '3 − 3q

2p
√
− p

3
= 0, ÉÌÉ

−8 · 1
3p

√
−p3 cos3 '

3 + 2p
√
−p3 cos '3 + q = 0:

ðÏÌÏÖÉÍ 2
√
−p

3 cos '3 = t, ÔÏÇÄÁ t3 = −8
3p

√
−p

3 cos3 '
3 , É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ t3 + pt+ q = 0,

Ô. Å. ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÏÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ.
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÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÚÁÐÉÓÉ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÄÉËÁÌÏ× ÏÔ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÄÎÁËÏ ËÏÒÎÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ: ÐÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ
ÔÁÂÌÉÃÁÍ ÎÁÊÔÉ ' = arccos

(− q
2r

)
, ÚÁÔÅÍ '

3 É cos '3 , cos '+2�
3 , cos '+4�

3 .
äÌÑ ëÁÒÄÁÎÏ É ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÏ× ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ � ËÁÚÁÌÓÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÍ, ÔÁË

ËÁË × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÝ£ ÎÅ ÉÍÅÌÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÉ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÉÔÁÌÉÓØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ. äÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÙÌÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÍ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ � < 0 ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

âÙÌÉ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÙ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏÐÙÔËÉ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÍÎÉÍÏÓÔÅÊ × ÆÏÒÍÕÌÅ ëÁÒÄÁ-
ÎÏ, ÎÏ ÜÔÉ ÐÏÐÙÔËÉ ÏËÏÎÞÉÌÉÓØ ÎÅÕÄÁÞÅÊ.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + px+ q = 0 Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
× ÓÌÕÞÁÅ � < 0 ÎÉËÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌÙ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÏÄ-
ËÏÒÅÎÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÕÞÁÊ � < 0 ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ
�ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ�.

äÒÕÇÏÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÄÁÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÞÁÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÅ ËÏÒÎÉ × ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, x3 − x − 6 = 0. ëÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x1 = 2.
ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÁÒÄÁÎÏ

u1 = 3

√
3 + 11

9
√

6; v1 = 3

√
3− 11

9
√

6;
Ô. Å.

x1 = 3

√
3 + 11

9
√

6 + 3

√
3− 11

9
√

6:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ y4+a′y3+b′y2+c′y+d′ = 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ
y = x− a′

4 Ë ×ÉÄÕ
x4 + ax2 + bx+ c = 0:

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ x4 + ax2 + bx+ c × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:

x4 + ax2 + bx+ c = (x2 + d)2 − (ex+ f)2 = (x2 + ex+ f + d)(x2 − ex− f + d) =
= x4 + (2d− e2)x2 − 2efx+ (d2 − f2):

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× d, e, f ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:





2d− e2 = a;
2ef = −b;
d2 − f2 = c;

ÏÔËÕÄÁ f = − b
2e , ÔÏÇÄÁ d2− b2

4e2 = c, ÎÏ e2 = 2d−a, ÔÏÇÄÁ d2− b2
4(2d−a) = c. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ. îÁÊÄÑ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d = d1,
ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ e É f ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 2ef = −b:

e1 =
√

2d1 − a; f1 = − b
2
√

2d1 − a:

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ: ÓÐÏÓÏÂÙ æÅÒÒÁÒÉ (×ÙÛÅ-
ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ), äÅËÁÒÔÁ, üÊÌÅÒÁ. èÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÌÀÂÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÅ 8d3−4ad−8cd−(b2−4ac) = 0.
üÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÌØÚÑ ×ÏÏÂÝÅ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

íÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4+ax2+bx+c = 0 ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = ky+h, Ó×ÅÄÑ ÅÇÏ Ë ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
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§ 9. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÅÄÉÎÉÞ-
ÎÙÊ ËÒÕÇ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÂÅÇÎÕÔØ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ.
íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÕÖÁÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn−1 = 0, ÐÒÉÞ£Í
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ z = x + iy. ïÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn − 1 = 0 ÅÓÔØ z = 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

zn − 1
z − 1 = zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1 = 0:

åÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ (Ô. Å.
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x
É y), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË.

÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÁ É ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ çÁÕÓÓÏÍ × 1801 Ç. éÍ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ
ôÅÏÒÅÍÁ. äÅÌÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = 2k · p1 · p2 · ::: · pm, ÇÄÅ k = 0; 1; 2; 3; : : : ; Á pt | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ
×ÉÄÁ 22t + 1.

óÅÊÞÁÓ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 22t + 1.
ðÒÉ t = 0 p0 = 3, ÐÒÉ t = 1 p1 = 5, ÐÒÉ t = 2 p2 = 17, ÐÒÉ t = 3 p3 = 257 | ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ |

ÐÒÏÓÔÙÅ. ðÒÉ t = 4 ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ 216 + 1 = 65 537. ðÒÉ ÄÒÕÇÉÈ t ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ËÁË ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÁË É ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: zn−1+zn−2+· · ·+z+1 = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n, Ô. Å. ÚÁÄÁÞÕ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17.

n = 3: z2 + z + 1 = 0; z1;2 = −1
2 ±

√
3

2 i:

n = 4: z3 + z2 + z + 1 = 0; z1 = −1; z2;3 = ±i:
n = 5: z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0; z1 = −1:

ëÏÒÎÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ × § 7:

z1;2 = −1−√5
4 ± i

√
10− 2

√
5

4 É z3;4 =
√

5− 1
4 ± i

√
10 + 2

√
5

4 :

n = 6: z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;
z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = (z + 1)(z4 + z2 + 1) = 0;

z1 = −1; z2 = −1
2 ± i

√
3

2 ;

z2;3 =

√
−1

2 + i
√

3
2 = ±




√
1− 1

2
2 + i

√
1 + 1

2
2


 = ±

(
1
2 + i

√
3

2

)
;

z4;5 =

√
−1

2 − i
√

3
2 = ±




√
1− 1

2
2 − i

√
1 + 1

2
2


 = ±

(
1
2 − i

√
3

2

)
:

n = 7: z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0:
äÅÌÉÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ z3 (z 6= 0):

z3 + 1
z3 + z2 + 1

z2 + z + 1
z + 1 = 0:
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ôÁË ËÁË z2 + 1
z2 =

(
z + 1

z
)2 − 2 É

z3 + 1
z3 =

(
z + 1

z

)(
z2 + 1

z2

)
−

(
z + 1

z

)
=

(
z + 1

z

)3
− 3

(
z + 1

z

)
;

ÔÏ ÉÍÅÅÍ: (
z + 1

z

)3
+

(
z + 1

z

)2
− 2

(
z + 1

z

)
− 1 = 0:

ðÏÌÏÖÉ× z + 1
z = y, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

y3 + y2 − 2y + 1 = 0:

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ ÓÅÄØÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

z = cos 2�
7 + i sin 2�

7 ;

ÇÄÅ 2�
7 | ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ËÒÕÇÁ ×ÉÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

1
z = cos 0 + i sin 0

cos 2�
7 + i sin 2�

7
= cos

(
−2�

7

)
+ i sin

(2�
7

)
= cos 2�

7 − i sin 2�
7 :

úÎÁÞÉÔ, z + 1
z = 2 cos 2�

7 .
åÓÌÉ ÍÙ ÓÕÍÅÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ y, ÔÏ ÓÕÍÅÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É cos 2�

7 , Á ÚÎÁÞÉÔ É ÕÇÏÌ 2�
7 , Ô. Å. ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÙÊ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉË. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ y3 + y2 − 2y+ 1 = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÎÅÌØÚÑ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÚ-
ÒÅÛÉÍÏ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

n = 8: z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0:
z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = (z + 1)(z6 + z4 + z2 + 1) = 0;

z1 = −1; (z2 + 1)(z4 + 1) = 0; ÏÔËÕÄÁ z2;3 = ±i;
z4 + 1 = z4 + 2z2 + 1− 2z2 = (z2 + 1)2 − (

√
2z)2 = (z2 +

√
2z + 1)(z2 −

√
2z + 1) = 0;

ÏÔËÕÄÁ z4;5 = −
√

2
2 ± i

√
2

2 ; z6;7 =
√

2
2 ± i

√
2

2

n = 9: z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0:
z6(z2 + z + 1) + z3(z2 + z + 1) + z2 + z + 1 = 0;

(z2 + z + 1)(z6 + z3 + 1) = 0;

z1;2 = −1
2 ± i

√
3

2 É z0 = 1 + 0i | ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

ðÏÄÅÌÉÍ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z6 + z3 + 1 = 0 ÎÁ z3 6= 0:

z3 + 1
z3 + 1 = 0; z3 = 1

z3 = (z + 1
z )3 − 3(z + 1

z );

ÏÂÏÚÎÁÞÉ× z+1
z ÞÅÒÅÚ y, ÉÍÅÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y3−3y+1 = 0, ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ y1 = 2 cos 2�

9 , y2 = 2 cos 4�
9 ,

y3 = 2 cos 8�
9 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ

ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 9-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.
ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÊÔÉ Ó ÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ: ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 9-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ,

ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ËÁÖÄÕÀ ÔÒÅÔØ ÓÎÏ×Á ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ
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ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÒÉÓÅËÃÉÉ ÕÇÌÁ × 120◦, ËÏÔÏÒÁÑ
ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

n = 10: z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0:
z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = (z + 1)(z8 + z6 + z4 + z2 + 1) = 0;

z1 = −1:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ z8 + z6 + z4 + z2 + 1 = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉ× z2 = t, ÐÅÒÅÊÄ£Í Ë ÒÁÎÅÅ
ÒÅÛ£ÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ t4 + t3 + t+ 1 = 0 Ó ËÏÒÎÑÍÉ

t1;2 = −1−√5
4 ± i

√
10− 2

√
5

4 É t3;4 =
√

5− 1
4 ± i

√
10 + 2

√
5

4 :

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, Ô. Å. ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ
10-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

n = 11: z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;(
z5 + 1

z5

)
+

(
z4 + 1

z4

)
+

(
z3 + 1

z3

)
+

(
z2 + 1

z2

)
+

(
z + 1

z

)
+ 1 = 0:

ðÏÌÏÖÉ× z + 1
z = y, ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ

y5 + y4 − 4y3 − 3y2 + 3y + 1 = 0:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÕÓÓÁ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 11-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

n = 12: z11 + z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;
(z2 + z + 1)(z9 + z6 + z3 + 1) = 0;

z1;2 = −1
2 ± i

√
3

2 ; z6(z3 + 1) + (z3 + 1) = 0; (z3 + 1)(z6 + 1) = 0;

ÏÔËÕÄÁ (z + 1)(z2 − z + 1) = 0 ÉÌÉ (z2 + 1)(z4 − z2 + 1) = 0:

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 12-ÕÇÏÌØÎÉË
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

n = 13: z12 + z11 + z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;(
z6 + 1

z6

)
+

(
z5 + 1

z5

)
+

(
z4 + 1

z4

)
+

(
z3 + 1

z3

)
+

(
z2 + 1

z2

)
+

(
z + 1

z

)
+ 1 = 0:

ðÏÌÏÖÉ× z + 1
z = y, ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ

y6 + y5 − 5y4 − 4y3 + 6y2 + 3y − 1 = 0:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÕÓÓÁ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 13-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

n = 14. þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 14-ÕÇÏÌØÎÉË, ÎÁÄÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ
cos 2�

14 , ÎÏ cos �7 =
√

1+cos2 2�
7

2 . ïÄÎÁËÏ cos 2�
7 ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, Ô. Å. ÕÇÏÌ

2�
14 ÎÅÌØÚÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 14-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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n = 15: z14 + z13 + z12 + z11 + z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;
z12(z2 + z + 1) + z9(z2 + z + 1) + z6(z2 + z + 1) + z3(z2 + z + 1) + +(z2 + z + 1) = 0;

z2 + z + 1 = 0: z1;2 = −1
2 ± i

√
3

2 :

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
z12 + z9 + z6 + z3 + 1 = 0:

ðÏÌÏÖÉÍ z3 = y, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y4 + y3 + y2 + 1 = 0. üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ:

y1;2 = −1−√5
4 ± i

√
10− 2

√
5

4 É y3;4 =
√

5− 1
4 ± i

√
10 + 2

√
5

4 :

îÏ
y1;2 = cos 4�

5 ± i sin 4�
5 ; y3;4 = cos 2�

5 ± i sin 2�
5 :

ðÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ z ÎÁÍ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ cos 2�
15 , sin 2�

15 , cos 4�
15 , sin 4�

15 , ËÏÔÏÒÙÅ
×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: sin 2�
15 = sin 24◦.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ sin 18◦ =
√

5−1
4 . ôÏÇÄÁ sin 12◦ = sin(30◦ − 18◦) = sin 30◦ · cos 18◦ − sin 18◦ cos 30◦

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É sin 24◦ = 2 sin 12◦ cos 12◦ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
× Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. úÎÁÞÉÔ É cos 24◦, Á ÔÁËÖÅ cos 48◦ É sin 48◦ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ
ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 15-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ.

n = 16: z15 + z14 + z13 + z12 + z11 + z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;
(z3 + z2 + z + 1)(z12 + z8 + z4 + 1) = 0;

z3 + z2 + z + 1 = 0: (z + 1)(z2 + 1) = 0:

ëÏÒÎÉ z1, z2, z3 ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

z12 + z8 + z4 + 1 : (z4 + 1)(z8 + 1) = 0:

ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z4 +1 = 0 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ (ÓÍ. ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 8-ÕÇÏÌØÎÉË).

z8 + 1 = (z4 + 1)2 − 2z4 = (z4 −
√

2z2 + 1)(z4 +
√

2z2 + 1):

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z8 + 1 = 0 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ É ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÙÊ 16-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉ-

ÎÅÊËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É (n · 2k)-ÕÇÏÌØÎÉË, ÄÅÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÉÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ k ÒÁÚ ÐÏÐÏÌÁÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn = 1 ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ-
ÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ zk = cos 2�k

n + i sin 2�k
n , ÇÄÅ

k = 0; 1; 2; : : : ;n− 1, Á ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÇÌÁ × 2�
n ÒÁÄÉÁÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÒÉÇÏÎÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, cos 2�
n . úÎÁÞÅÎÉÑ cos 2�k

n É sin 2�k
n ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ

ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn = 1, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. úÎÁÞÅÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ cos 2�

n ÉÌÉ sin 2�
n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÙ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ cosnx = 1 ÉÌÉ sinnx = 1.
åÓÌÉ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó m É n ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÇÄÅ m É n | ×ÚÁÉÍÎÏ

ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó mn ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÏÒÏÎÙ Ä×ÕÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÄÕÇÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÙÅ 1

m É 1
n ÞÁÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÔËÌÁÄÙ×ÁÑ x ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ ÐÅÒ×ÕÀ ÌÕÇÕ É ÏÔÎÉÍÁÑ y ÒÁÚ ×ÔÏ-

ÒÕÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÕÇÕ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÕÀ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ x

m − y
n = 1

mn ÉÌÉ nx−my = 1.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ m É n ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÏ ÅÓÌÉ m É n | ÞÉÓÌÁ

×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ x É y ËÏÔÏÒÙÅ ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ.
ïÓÏÂÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ-

ÓÔÒÏÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 17-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÅÛ£ÎÎÁÑ çÁÕÓÓÏÍ
× 1796 ÇÏÄÕ. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÏÖÉÌÏ ËÏÎÅÃ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍ çÁÕÓÓÁ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ É ÆÉ-
ÌÏÌÏÇÉÅÊ × ÐÏÌØÚÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

úÁÄÁÞÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z17 − 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ
× Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ " = cos 2�
17 + i sin 2�

17 , ÔÏ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÂÕÄÕÔ
1; "; "2; : : : ; "16, ÉÌÉ ÔÁËÖÅ 1; "; "2; "3; : : : ; "8; "−8; "−7; : : : ; "−1, ÔÁË ËÁË "17−k = "−k.

óÕÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z17 − 1 = 0, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÁ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ

"+ "2 + "3 + · · ·+ "8 + "−8 + "−7 + · · ·+ "−1 = −1:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ:

"+ "2 + "4 + "8 + "−1 + "−2 + "−4 + "−8 ÞÅÒÅÚ �; Á
"3 + "6 + "−5 + "7 + "−3 + "−6 + "5 + "−7 ÞÅÒÅÚ �1:

ïÂÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÍÅÓÔÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×ÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ 17-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ìÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ
ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÀÔ ÔÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ.

� + �1 = 1;

��1 =
(
"+ "2 + "4 + "8 + "−1 + "−2 + "−4 + "−8) (

"3 + "6 + "−5 + "7 + "−3 + "−6 + "5 + "−7) =
= 4

(
"+ "2 + "3 + "4 + "5 + "6 + "7 + "8 + "−8 + "−7 + "−6 + "−5 + "−4 + "−3 + "−2 + "−1) =

= 4 · (−1) = −4:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � É �1 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + x− 4 = 0, Ô. Å.

� = −1
2 + 1

2
√

17 É �1 = −1
2 −

1
2
√

17

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ:

"+ "4 + "−1 + "−4 = z;
"2 + "8 + "−2 + "−8 = z1;
"3 + "−5 + "−3 + "5 = z2;
"6 + "7 + "−6 + "−7 = z3:

üÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔ ×ÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ 17-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, É × ÌÀÂÏÍ
ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× ÅÓÔØ ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ.

z + z1 = �

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÀ �.

z · z1 = "3 + "−8 + "−3 + "−7 + "6 + "−5 + "2 + "−4 + "+ "7 + "−3 + "8 + "−2 + "4 + "−6 + "5 = −1:

úÎÁÞÉÔ, z1 É z2 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − �x− 1 = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, z2 + z3 = �1 É z2 · z3 = −1, ÔÁË
ÞÔÏ z2 É z3 ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − �1x− 1 = 0.
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éÔÁË, z, z1, z2, z3 | ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. ðÏÌÏÖÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, "1 + "−1 = y,
"4 + "−4 = y1, ÏÔËÕÄÁ y + y1 = z, ÇÄÅ z > 0 É yy1 = "5 + "−3 = "3 + "−5 = z2, ÇÄÅ z2 > 0.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, y É y1 ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − zx+ z2 = 0.

åÓÌÉ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ " + "−1 = y, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÚ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ":

" = y
2 ±

1
2
√
y2 − 4:

üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ 17-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ
ÒÁÄÉËÁÌÏ×.

ðÕÓÔØ y1 | ÍÅÎØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − zx+ z2 = 0.

y1 = "4 + "−4 =
(

cos 8�
17 + i sin 8�

17

)
+

(
cos 8�

17 − i sin 8�
17

)
= 2 cos 8�

17 = 2 sin
(�

2 −
8�
17

)
= 2 sin �

34

| ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 34-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (× ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ)

y = "1 + "−1 = 2 cos 2�
17 ;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, y2 = cos 2�
17 ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÏÊ ÈÏÒÄÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ

17-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ É ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÐÐÁÒÁÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ × ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

þÉÓÌÏ Z = a+ bi ÎÁÚÏ×£Í ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÔÏÞËÉ Z(a; b) ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→OZ, ÇÄÅ O |
ÎÁÞÁÌÏ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ, Á ÐÒÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ | ×ÙÞÉÔÁÀÔÓÑ.

åÓÌÉ −−→AB = −→OZ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÙÍÉ;
ÔÁË ËÁË −−→AB = −→OZ, ÔÏ −−→AB = (a; b).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É Ó×ÏÊÓÔ× ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ë ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1, z2, z3, z4 ×ÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

(z2 − z1)(z4 − z3) + (z3 − z2)(z4 − z1) = (z4 − z2)(z3 − z1):

ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

|z4 − z2| · |z3 − z1| ≤ |z2 − z1| · |z4 − z3|+ |z3 − z2| · |z4 − z1|;

Ô. Å. ×ÓÅÇÄÁ
|A1A3| · |A2A4| ≤ |A1A2| · |A3A4|+ |A2A3| · |A1A4|:

äÏËÁÚÁÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÔÏÌÅÍÅÑ: × ËÁÖÄÏÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ.

òÉÓ. 1.

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, c ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï:

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) = −(b− c)(c− a)(a− b):

ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A, B, C ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 1). éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ

|b− c| · |c− a| · |a− b| ≤ |a2| · |b− c|+ |b2| · |c− a|+ |c2| · |a− b|:
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ÉÌÉ
|BC| · |CA| · |AB| ≤ |OA|2 · |BC|+ |OB|2 · |AC|+ |OC|2 · |AB|:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ O | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ ÉÍÅÅÍ:

|AB| · |BC| · |CA| ≤ R2(|AB|+ |BC|+ |AC|); ÉÌÉ |AB| · |BC| · |CA|
|AB|+ |BC|+ |AC| ≤ R2:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ ABC | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, |OA|2 + |OB|2 + |OC|2 ≥ d2, ÇÄÅ
d | ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

(m− a)(m− b)(a− b) + (m− b)(m− c)(b− c) + (m− c)(m− a)(c− a) = (a− b)(b− c)(c− a):

ðÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c, m ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÔÏÞËÉ A, B, C, M ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. éÍÅÅÍ:

|(m− a)(m− b)(a− b) + (m− b)(m− c)(b− c) + (m− c)(m− a)(c− a)| = |a− b| · |b− c| · |c− a|;

|m− a| · |m− b| · ||a− b|+ |m− b| · |m− c| · |b− c|+ |m− c| · |m− a| · |c− a| ≥
≥ |a− b| · |b− c| · |c− a|;

ÉÌÉ

|AB| · |AM | · |BM |+ |BC| · |BM | · |CM |+ |CA| · |CM | · |MA| ≥ |AB| · |BC| · |CA|;
ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË A, B, C, M .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:
úÁÄÁÞÁ 1. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

a
(a− b)(a− c)(a− d) + b

(b− c)(b− d)(b− a) + c
(c− d)(c− a)(c− b) + d

(d− a)(d− b)(d− c) = 0

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|OA| · |BC| · |BD| · |CD|+ |OB| · |CA| · |CD| · |AD|+ |OC| · |AB| · |AD| · |BD| ≥ |OD| · ||AB| · |BC| · |CA|
ÇÄÅ O, A, B, C, D | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á a2− b2 = (a+ b)(a− b) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2|OM | · |AB| ≥ |OA|2−
− |OB|2, ÇÄÅ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ |AB|, O | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; a É b | ÞÉÓÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÔÏÞËÁÍ A É B. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 3∗. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

a3(b− c) + b3(c− a) + c3(a− b) = −(a+ b+ c)(a− b)(b− c)(c− a)

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |OH| ≤ R2
2r , ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, R | ÒÁ-

ÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, H | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, r | ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

§ 10. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÆÉÚÉËÅ
ôÅÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ-

ÓÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÆÉÚÉËÉ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÈ: × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ, ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ, × ÇÉÄÒÏ- É ÁÜÒÏÍÅÈÁÎÉËÅ, × ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÉ
ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×, ÜÌÅËÔÒÏÔÅÈÎÉËÅ É ËÁÒÔÏÇÒÁÆÉÉ.

ïÄÎÁËÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ É × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÆÉÚÉËÉ.
÷ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ x′′ + !2x = 0, ËÏÔÏÒÏÅ

ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ É Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
Ë×ÁÚÉÕÐÒÕÇÏÊ ÓÉÌÙ.

ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:
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Á) ÍÁÌÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÁÒÅÏÍÅÔÒÁ;

Â) ÍÁÌÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÁ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÓÏÏÂÝÁÀÝÉÈÓÑ ÓÏÓÕÄÁÈ;

×) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË;

Ç) ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË;

Ä) ÍÁÌÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÏÓÔÉ ÏËÏÌÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ;

Å) ÍÁÌÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÇÒÕÚÁ ÎÁ ÐÒÕÖÉÎÅ;

Ö) Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌÁ × ÓË×ÏÚÎÏÍ ÔÕÎÎÅÌÅ, ÐÒÏÒÙÔÏÍ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÐÌÁÎÅÔÅ;

Ú) ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏÒÛÎÑ × ÓÏÓÕÄÅ, ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÏÍ ÇÁÚÏÍ;

Ë) ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ LC (ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔØ-ÅÍËÏÓÔØ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x′′ +!2x = 0. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: x(0) = x0, v(0) = v0. éÝÅÍ
x × ×ÉÄÅ: x = e�t, ÔÏÇÄÁ x′ = �e�t, x′′ = �2e�t. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ x É x′′ ÎÁÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

�2e�t + !2e�t = 0; ÏÔËÕÄÁ e�t(�2 + !2) = 0:

ôÁË ËÁË e�t 6= 0, ÔÏ �2 = −!2 É �1;2 = ±i!. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ

x = C1e�1t + C2e�2t = C1ei!t + C2e−i!t:
ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C1 É C2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

C1 + C2 = x0 (a)

v = dx
dt = x′ = C1i!ei!t − C2i!e−i!t = i!

(
C1ei!t − C2e−i!t

) ⇒ i!(C1 − C2) = v0 (Â)

éÚ (Á) É (Â) ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C1 É C2:
{
C1 + C2 = x0;
C1 − C2 = v0 : (i!):

C1 É C2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

x = x0 − iv0
!

2 ei!t + x0 + iv0
!

2 e−i!t = x0
(
ei!t + e−i!t

)

2 − i · v0
! · e

i!t − e−i!t
2 =

= x0 cos!t+ v0
! · e

i!t − e−i!t
2i = x0 cos!t+ v0

! sin!t =
√
x2

0 + v2
0
!2 sin(!t+ '0);

ÇÄÅ tg'0 = x0
v0=! = !x0

v0
.

òÉÓ. 2.

òÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ É ÞÅÒÅÚ ËÏÓÉÎÕÓ:

x =
√
x2

0 + v2
0
!2 cos(!t− '0);

ÇÄÅ ctg'0 = !x0
v0

.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÊ

ËÏÎÔÕÒ RLC, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 2, ÇÄÅ C | £ÍËÏÓÔØ, L |
ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÓÔØ, R | ÁËÔÉ×ÎÏÅ ÏÍÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ, " |
×ÎÅÛÎÑÑ üäó (ÜÌÅËÔÒÏÄ×ÉÖÕÝÁÑ ÓÉÌÁ), ÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏ ÓÉÎÕÓÏ-
ÉÄÁÌØÎÏÍÕ ÉÌÉ ËÏÓÉÎÕÓÏÉÄÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ Ó ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ

!.
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ðÏ 2-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ëÉÒÈÇÏÆÁ UL +U +R+UC = ", ÇÄÅ UL, UR, UC | ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎÄÕËÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ, ÁËÔÉ×ÎÏÍ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÉ É £ÍËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

UL = L · dJdt ; UR = RJ; UC = q
C :

éÍÅÅÍ:
LdJdt +RJ + q

C = ":

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ t, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ J = dq
dt :

Ld
2J
dt2 +RdJdt + J

C = d"
dt :

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ

eix = cosx+ i sinx:
÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÒÁÔØ üäó × ×ÉÄÅ "0 cos!t ÉÌÉ "0 sin!t ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ ÜÔÉ Ä×Å
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ:

" = "0(cos!t+ i sin!t) = "0ei!t;
ÇÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ "0 > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÍÐÌÉÔÕÄÕ üäó: |"| = "0.

òÅÁÌØÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ üäó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ üäó. ðÏÜÔÏÍÕ
× ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ×ÏÚØÍ£Í ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÉÌÙ ÔÏËÁ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ " = "0ei!t ÏÐÒÁ×ÄÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÌÅÇÞÅ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÅÍ
Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÞÔÏ ÓÉÌÁ ÔÏËÁ ÅÓÔØ ÔÏÖÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÅ Ó ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ
! ÉÝÅÍ ÔÏË × ×ÉÄÅ: J ′ = �(cos!t + i sin!t) = �ei!t. îÁÈÏÄÉÍ dJ ′

dt , d2J ′
dt2 É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÎÁÛÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:
dJ ′
dt = i!�ei!t; d2J ′

dt2 = −!2�ei!t;

�ei!t
(
−!2L+ i!R+ 1

C

)
= i!"0ei!t:

ôÁË ËÁË ei!t = cos!t+ i sin!t 6= 0 + 0i, ÔÏ

�
(
!R+ i

(
!2L+ 1

C

))
= !"0; ÏÔËÕÄÁ � = "0

R+ i
(
!L− 1

!C
) :

ôÏÇÄÁ

J ′ = "0ei!t
R+

(
!L− 1

!C
) = "0(cos!t+ i sin!t)

R+ i
(
!L− 1

!C
) = "0

(
R− i

(
!L− 1

!C
))

(cos!t+ i sin!t)
R2 +

(
!L− 1

!C
)2 =

= "0

R2 +
(
!L− 1

!C
)2

(
R cos!t+ iR sin!t− i

(
!L− 1

!C

)
cos!t+

(
!L− 1

!C

)
sin!t

)
=

= "0

R2 +
(
!L− 1

!C
)2

(((
!L− 1

!C

)
sin!t+R cos!t

)
+ i

(
R sin!t−

(
!L− 1

!C

)
cos!t

))

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÏË

J = ReJ ′ = "0

R2 +
(
!L− 1

!C
)2

((
!L− 1

!C

)
sin!t+R cos!t

)
=

=
"0

√
R2 +

(
!L− 1

!C
)2 sin(!t+ ')

R2 +
(
!L− 1

!C
)2 = "0√

R2 +
(
!L− 1

!C
)2

sin(!t+ ') = J0 sin(!t+ ');
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ÇÄÅ tg' = R
!L− 1

!C
, J0 = "0q

R2+(!L− 1
!C )2 | ÁÍÐÌÉÔÕÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÉÌÙ ÔÏËÁ.

÷ ÒÑÄÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ: ×ÅÄØ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÉÍÏÊ! îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
b2 − 4ac ≥ 0 ÄÁ£Ô ÎÁÍ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÍÉ ×
ÚÁÄÁÞÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÔÅÌÁ, ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ Ë ÇÏ-
ÒÉÚÏÎÔÕ.

òÉÓ. 3.

ðÕÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÒÏÛÅÎÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ −→v0
ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ OX: (ÒÉÓ. 3)

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ:
{
x = v0 cos� · t;
y = v0 sin� · t− gt2

2 :

éÓËÌÀÞÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÒÅÍÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

y = x tg�− (1 + tg2 �)gx
2

2v2
0
;

òÉÓ. 4.

ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ | ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÌÌÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÐÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ Ë ÇÏ-
ÒÉÚÏÎÔÕ ÎÁÄÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÏÒÕÄÉÅ, ÞÔÏÂ ÐÏÐÁÓÔØ × ÃÅÌØ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ S ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ h ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (ÒÉÓ. 4).

þÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ,
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

y = x tg�− (1 + tg2 �)gx
2

2v2
0
;

ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = S, y = h:

h = S tg�− (1− tg2 �)gS
2

2v0
:

òÅÛÁÑ ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ tg� ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ:

tg� = 1
gS (v2

0 ±
√
v4

0 − g(gS2 + 2v0v2
0h)):

ôÁË ËÁË tg� | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ

G = v4
0 − g(gS2 + 2v2

0h) ≥ 0:

åÓÌÉ D > 0, ÔÏ × ÃÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ, ÓÔÒÅÌÑÑ ÐÏÄ Ä×ÕÍÑ ÕÇÌÁÍÉ, Ô. Å. ÐÏ ÎÁ×ÅÓÎÏÊ É ÎÁÓÔÉÌØÎÏÊ
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

åÓÌÉ D = 0, ÔÏ × ÃÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÓÔÒÅÌÑÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ �0, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ tg�0 = v2
0
gS .

åÓÌÉ D < 0 ÔÏ tg� | ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏ-
ÓÔÉ ×ÙÌÅÔÁ ÓÎÁÒÑÄÁ × ÃÅÌØ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÕ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÝ£ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ × ÄÁÎÎÕÀ ÃÅÌØ:

v2
0min = g(h+

√
h2 + S2):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ v0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÃÅÌÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝ£ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ, Ô. Å. ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁÓÔÉ,
ÐÒÏÓÔÒÅÌÉ×ÁÅÍÏÊ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÒÕÄÉÑ. ÷ÙÒÁÖÁÅÍ h ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

v4
0 − g(gS2 + 2v2

0h) = 0: h = v2
0

2g −
gS2

2v2
0

;
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ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÃÅÌÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ S ÏÔ ÏÒÕÄÉÑ ÐÏ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÅÝ£ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ v0. úÁÍÅÎÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ
ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ S É h ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x É y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÉÓËÏÍÏÊ
ÇÒÁÎÉÃÙ:

y = v2
0

2g −
gx2

2v2
0
:

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0 = 0, y0 = v2
0

2g . å£ ×ÅÔ×É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×ÎÉÚ É ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÓØ ïè × ÔÏÞËÁÈ x = ±v2

0
2g . ðÁÒÁÂÏÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÒÅÌÉ×ÁÅÍÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ,

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ. äÁÎÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÊ × ËÕÒÓÅ
ÍÅÈÁÎÉËÉ 9 ËÌÁÓÓÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÔÅÌÁ, ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ.

§ 11. óÉÓÔÅÍÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÐÏ ÔÅÍÅ �ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ�

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

(z1 + z2)n = zn1 + C1
nzn−1

1 z2 + C2
nzn−2

1 z2
2 + · · ·+ Cknzn−k1 zk + · · ·+ zn2 ;

zn1 − zn2 = (z1 − z2)(zn−1
1 + zn−2

1 z2 + · · ·+ z1zn−2
2 + zn−1

2 ):

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ?

3. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

√
a+ bi = ±




√√
a2 + b2 + a

2 + i sign b

√√
a2 + b2 − a

2


 ;

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÒÎÑ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

4. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

Á) �z = zn−1; d)
(1 + ix

1− ix

)n
= cos'+ i sin';

b) z|z|+ 2z + i = 0; e) (x+ i)n + (x− i)n = 0:
c) z16 + z15 + · · ·+ z + 1 = 0;

5. îÁÊÔÉ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

a) (1− i)x = 2x; b) (1 + i)x = (1− i)x:

6. òÅÛÉÔØ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

a)
{
z3 + �W 7 = 0;
z5 ·W 11 = 1: b)

{
z3 +W 5 = 0;
z2 · �W 4 = 1: c)





z13 +W 19 = 0;
z5 ·W 7 = 1;
z2 +W 2 = −2:

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1 + i tg'
1− i tg'

)n
= 1 + i tg n'

1− i tg n';

ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

8. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ:
a) 1 + sin�− i cos�, ÇÄÅ 0 < � < �;
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b) tg�+ i, ÇÄÅ −�
2 < � < �

2 ;
c) z2 − z, ÅÓÌÉ z = cos'+ i sin'.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z + 1
z = 2 cos', ÔÏ zn + 1

zn = 2 cosn'.

10. õÐÒÏÓÔÉÔØ: (1 + !)n, ÇÄÅ ! = cos 2�
3 + i sin 2�

3 .

11. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ p-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xn = 1.

12. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xn−1, xn = 1 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xn = 1 . ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:

(1− x1)(1− x2) · · · (1− xn−1):

13∗. ðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xn | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xn + xn−1 + · · ·+ x+ 1 = 0. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ

1
x1 − 1 + 1

x2 − 1 + · · ·+ 1
xn − 1 :

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ a+ bi, ÔÏ
ÏÎ ÉÍÅÅÔ É ËÏÒÅÎØ a− bi.

15. "n = 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1 + 2"+ 3"2 + · · ·+ n"n−1 = n
"− 1; 1 + 4"+ 9"2 + · · ·n2"n− 1 = −n

2(1− ") + 2n
(1− ")2 :

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1 ÎÁ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÉÚ 1, ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ
ÓÔÅÐÅÎÉ mn ÉÚ 1.

17∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ cos� + i sin� ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xn + p1xn−1 + · · · + pn = 0, ÔÏ
p1 sin�+ p2 sin 2�+ · · ·+ pn sinn� = 0 (p1; p2; : : : ; pn | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

18. óÒÅÄÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z − 5i| ≤ 4, ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ.

19. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z = x + iy,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

a) log 1
3

∣∣∣ z+iz−i
∣∣∣ ≥ 0; b)

{
log0;5 |z − 1| > 0;
arg z = �

6 ; c) log 1
2
|z − 2| > log 1

2
|z|;

d)
{

0 < arg z < �
4 ;

|z − 6i| =
√

3;
e) arg(z − 1)− arg(z + 1) = �

2 ; f) log 1
2

|z−1|+4
3|z−1|−2 > 1; g) log√3

|z|2−|z|+1
|z|+2 < 2;

h)
∣∣∣ z−3+2i

1−3z−2iz

∣∣∣ > 1.

20. ÷Ï ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ! = 1+z
1−z :

a) ÍÎÉÍÁÑ ÏÓØ;
b) ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ?

21. ÷Ï ÞÔÏ ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ! = z2 ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 5?
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òÉÓ. 5

22. ÷ ËÁËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ
a) !1 = 1

z , b) !2 = az+b
cz+d (ad− bc 6= 0)

ÐÒÑÍÁÑ ÌÉÎÉÑ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ?

23. úÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ! = f(z) ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ
ËÒÕÇ |z| < 1 × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓØÀ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ
a) ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÎÅ£, b) ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÅ.

24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ k 6= 1, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ z−z1
z−z2 = k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É Å£ ÒÁÄÉÕÓ.

25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÔÏÍ É
ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ z3−z1

z2−z1 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁ.

26. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅO. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ z1, z2, z3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
z1 + z2 + z3 = 0.

27. äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ z1, z2, z3, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ
ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ z4.

28. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:
a) x2n − 1 = (x2 − 1)

n−1∏
k=1

(
x2 − 2x cos �kn + 1

)
;

b) x2n+1 + 1 = (x+ 1)
n∏
k=1

(
x2 + 2x cos 2�k

2n+1 + 1
)

;

c) x2n+1 − 1 = (x− 1)
n∏
k=1

(
x2 − 2x cos 2�k

2n+1 + 1
)

;

d) x2n + 1 =
n−1∏
k=0

(
x2 − 2x cos 2k+1

2n � + 1
)
.

29. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÙ:
a) cosx+ C1

n cos 2x+ · · ·+ Cnn cos(n+ 1)x;
b) sinx+ C1

n sin 2x+ · · ·+ Cnn sin(n+ 1)x;
c) cosx− C1

n cos 2x+ C2
n cos 3x− · · ·+ (−1)nCnn cos(n+ 1)x;

d) sinx− C1
n sin 2x+ C2

n sin 3x− · · ·+ (−1)nCnn sin(n+ 1)x;
e) cos3 x+ cos3 2x+ · · ·+ cos3 nx; f) sin3 x+ sin3 2x+ · · ·+ sin3 nx;
g)

n−1∑
k=1

k sin kx; h)
n−1∑
k=1

k cos kx; i)
n−1∑
k=1

kpk sin kx; j)
n−1∑
k=1

kpk cos kx;

30. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:
a)

n∑
k=0

cos(a+ kh) = sin n+1
2 h

sin h
2

cos
(
a+ nh

2
)
;

b)
n∑
k=0

sin(a+ kh) = sin n+1
2 h

sin h
2

sin
(
a+ nh

2
)
,



66 ÷.â.äÒÏÚÄÏ×

ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ íÕÁ×ÒÁ. óÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÍÓÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ
íÕÁ×ÒÁ.

31. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:
a) cosnx = cosn x− C2

n cosn−2 x sin2 x+ C4
n cosn−4 x sin4 x− · · · ;

b) sinnx = C1
n cosn−1 x sinx− C3

n cosn−3 x sin3 x+ · · ·
ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÏÐÉÒÁ-
ÀÝÉÍÓÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ íÕÁ×ÒÁ.

32. íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ
a) cosnz = cosn z − C2

n cosn−2 z sin2 z + C4
n cosn−4 z sin4 z − · · · ;

b) sinnz = C1
n cosn−1 z sin z − C3

n cosn−3 z sin3 z + C5
n cosn−5 z sin5 z − · · ·

ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (cos z + i sin z)n = cosnz + i sinnz?

33. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (cos z+ i sin z)n =
= cosnz + i sinnz.

34. ÷ÙÒÁÚÉÔØ sinmx
sinx ÞÅÒÅÚ cosx.

35∗. îÁÊÔÉ lim
n→∞

(
1 + 1

2 cosx+ 1
4 cos 2x+ · · ·+ 1

2n cosnx
)
.

36∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

2 cosmx = (2 cosx)m − m
1 (2 cosx)m−2 + m(m− 3)

1 · 2 (2 cosx)m−4 − · · ·

· · · − (−1)pm(m− p− 1)(m− p− 2) · · · (m− 2p+ 1)
p! (2 cosx)m−2p + · · ·

37∗. îÁÊÔÉ lim
n→∞

(
1 + i'

n

)n
, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1 + i'

n × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÆÏÒÍÅ.

38. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ
∞∑
n=1

cosnx
an .

39∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
a) 22m cos2m x = 2

m−1∑
k=0

Ck2m cos(m− k)x+ Cm2m;

b) 22m cos2m+1 x = 2
m∑
k=0

Ck2m+1 cos(2m− 2k + 1)x;

c) 22m sin2m x = 2
m−1∑
k=0

(−1)m+kCk2m cos(m− k)x+ Cm2m;

d) 22m sin2m+1 x = 2
m−1∑
k=0

(−1)m+kCk2m+1 sin(2m− 2k + 1)x.

40. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÙ:
a) 1− C2

n + C4
n − C6

n + · · · ; b) C1
n − C3

n + C5
n − C7

n + · · · ;
c) C1

n − 1
3C3

n + 1
9C5

n −− 1
27C7

n + · · · .

41∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:
a) 1 + C4

n + C8
n + · · · = 1

2

(
2n−1 + 2n2 cos �n4

)
; b) C1

n + C5
n + C9

n · · · = 1
2

(
2n−1 + 2n2 sin �n

4

)
;

c) C2
n + C6

n + C10
n · · · = 1

2

(
2n−1 − 2n2 cos �n4

)
; d) C3

n + C7
n + C11

n · · · = 1
2

(
2n−1 − 2n2 sin �n

4

)
.

42∗. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ
a) sin(�1 + �2 + · · ·+ �n) = cos�1 · cos�2 · · · cos�n[p1 − p3 + p5 − · · · ];



ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 67

b) cos(�1 + �2 + · · ·+ �n) = cos�1 · cos�2 · · · cos�n[p1 − p2 + p4 − · · · ], ÇÄÅ

p1 = tg�1 + tg�2 + · · ·+ tg�n;
p2 = tg�1 tg�2 + tg�2 tg�3 + · · ·+ tg�n−1 tg�n;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
pk = tg�1 tg�2 · · · tg�k + tg�2 tg�3 · · · tg�k+1 + · · ·

| ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÔÁÎÇÅÎÓÏ×, ×ÚÑÔÙÈ ÐÏ k.

43. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ cosn x É sinn x × ×ÉÄÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ.

44∗. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:
a)

∫
xex sinx dx; b)

∫
xex cosx dx; c)

∫
x2ex sinx dx; d)

∫
x2ex cosx dx.

45. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
a)

∫
e�x cos�x dx, b)

∫
e�x sin�x dx,

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. óÒÁ×ÎÉÔØ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÖÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ
üÊÌÅÒÁ.

46∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
a)

�∫
0

cosnx cosn x dx = �
2n ; b)

�∫
0

sinnx sinn x dx = �
2n sin �n

2 ;

c)
2�∫
0
e−ax cos2n x dx = 1−e−2�a

22na

[
Cn2n + 2

n−1∑
k=0

Ck2n a2
a2+(2n−2k)2

]
.

47∗. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ
∫
p(x)eax dx = eax

[
p(x)
a − p′(x)

a2 + · · ·+ (−1)n p
(n)(x)
an+1

]
+ C:

ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

a)
∫
p(x) cos ax dx = sin ax

a

[
p(x)− p′′(x)

a2 + piv(x)
a4 − · · ·

]
+ cos ax

x

[
p′(x)− p′′′(x)

a2 + pv(x)
a4 − · · ·

]
+C;

b)
∫
p(x) sin ax dx = cos ax

a

[
p(x)− p′′(x)

a2 + piv(x)
a4 − · · ·

]
+ sin ax

a

[
p′(x)− p′′′(x)

a2 + pv(x)
a4 − · · ·

]
+C.

48. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ a)
∫

sinn x dx É b)
∫

cosn x dx × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ.

49. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ yn+a1yn−1 +a2yn−2 + · · ·+an−1y+an = 0 Ë ×ÉÄÕ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ yn−1.

50. úÁÐÉÓÁÔØ Ñ×ÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + ax2 + bx+ c = 0.

51. òÅÛÉÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + px + q = 0 ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ: x =
√

p
3

(
y − 1

y

)
ÐÒÉ p > 0

É x =
√
−p

3

(
y + 1

y

)
ÐÒÉ p < 0. óÒÁ×ÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÁÒÄÁÎÏ.

52. ðÒÉÍÅÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ ëÁÒÄÁÎÏ, ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
a) x3 + 6x− 1 = 0; b) x3 + 3x− 4 = 0; c) x3 − 7x− 6 = 0.

53. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x3 + p1x+ q1 = 0 É x3 + p2x+ q2 = 0

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ ÔÏ (p1q2 − q2p1)(p1 − p2)2 = (q1 − q2)3.
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54. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÁÒÄÁÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(x1 − x2)2(x1 − x3)2(x2 − x3)2 = 4p3 − 27q2;

ÇÄÅ x1, x2, x3 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + px+ q = 0.

55∗. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4 + ax2 + bx+ c = 0 ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = ky + h, Ó×ÅÄÑ ÅÇÏ Ë ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

56∗. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4 + ax2 + bx+ c = 0, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÅÇÏ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × ×ÉÄÅ

x4 + ax2 + bx+ c = (x2 + px+ q)(x2 + p1x+ q1)

(ÓÐÏÓÏÂ äÅËÁÒÔÁ).

57∗. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0, ÚÁÐÉÓÁ× ÅÇÏ × ×ÉÄÅ: x4 + ax3 = −bx2 − cx− d
(ÓÐÏÓÏÂ æÅÒÒÁÒÉ).

58∗. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 4-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ É
ÔÁ ÖÅ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ.

59∗. ðÕÓÔØ ra, rb, rc | ÒÁÄÉÕÓÙ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
a) ra + rb + rc = 4R+ r; b) rarb + rarc + rbrc = p2; c) rarbrc = pS.
úÁÐÉÓÁÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ra, rb, rc É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R ≥ 2r, ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ ËÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ R = 2r?

60∗. óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 14-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1.

61. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÒÉÓÅËÃÉÉ ÕÇÌÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. (äÌÑ
ËÁËÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÔÒÉÓÅËÃÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ?)

62. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÇÌÏ×, ÇÒÁÄÕÓÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ
ËÒÁÔÎÁ 3, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. ëÁËÉÅ ×Ù×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÔÓÀÄÁ?

63. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ cos 5x = f(cosx) = f(y), ÇÄÅ y = cosx. îÁÊÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
f(y) = 1.

64. ðÏÞÅÍÕ ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÁÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ,
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ?

65. ðÕÓÔØ r1, r2, r3, r4 | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É r1 + r2
√

2 = r3 + r4
√

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ r1 = r3 É
r2 = r4. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ

√
2 ×ÚÑÔØ ËÏÒÅÎØ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ n ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

66. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 17-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

cos 2�
17 = 1

6

(√
17− 1 +

√
34− 2

√
17

)
+ 1

8

√
17 + 3

√
17−

√
170 + 38

√
17:

ïÔ×ÅÔÙ

2. äÁ, ÉÚ×ÌÅËÉÔÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 3√i. 4. a) z = 0 É z = cos 2k�
n + i sin 2k�

n , k = 0; 1; 2; : : : ; n − 1;
b) z = (1−√2)i; c) zk = cos 2k�

17 +i sin 2k�
17 , k = 1; 2; 3; : : : ; 16; d) xk = tg

(
'+2k�

2n

)
, k = 0; 1; 2; : : : ; n−1;

e) xk = ctg k�
n , k = 0; 1; 2; : : : ; n − 1. 5. a) x = 0; b) x = 4n, n ∈ Z. 6. a)

{
z1 = −i;
!1 = −i;

{
z2 = i;
!2 = i;
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b)
{
z1 = 1;
!1 = −1;

{
z2 = −1;
!2 = 1; c)

{
z1 = i;
!1 = i;

{
z2 = −i;
!2 = −i: 8. a) 2 cos �2

(
cos

(−�
2
)

+ i sin
(−�

2
))

; b)
1

cos�
(
cos

(�
2 − �

)
+ i sin

(�
2 − �

))
; c) ' = 2k�, k ∈ Z ⇒ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î; 4k� < ' <

< (4k + 2)�, k ∈ Z ⇒ z2 − z = 2 sin '
2

(
cos �+3'

2 + i sin �+3'
2

)
; (4k + 2)� < ' < (4k + 4)�, k ∈ Z

⇒ z2 − z = −2 sin '
2

(
cos 3�+3'

2 + i sin 3�+3'
2

)
; 10. cos n�3 + i sin n�

3 , n ∈ Z. 11. n, ÅÓÌÉ p ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ n; 0, ÅÓÌÉ p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. 12. n. 13. −n

2 . 18. z = 12 + 16i. 19. a) ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ y ≤ 0;
b) ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (0; 0) É (3

2 ;
√

3
2 ); c) ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ x > 1; d) ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï;

e) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; f) ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 10 Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ (1; 0); g) ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 5 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; h) ×ÎÕÔÒÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. 20. a) ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ u = ±1, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ
ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ; b) ×ÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÏÓÙ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ u = 1 É
u = −1. 21. a) ÐÏÌÕËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 4: u2 + v2 = 16, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ; b)
ÏÂÌÁÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÌÉÎÉÑÍÉ v = 0, u = 9 − v2

36 , u = v2
36 − 9 ÐÒÉ 0 ≤ v ≤ 18, −9 ≤ u ≤ 9; u |

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÓØ, v | ÍÎÉÍÁÑ ÏÓØ; c) ËÏÌØÃÏ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÕÇÁÍÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ×
ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ 1 É 4. 22. a) ÐÒÑÍÁÑ | × ÐÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |
× ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ; b) ÐÒÑÍÁÑ | × ÐÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ. 23. a) W = z−z0

z+z0 , ÇÄÅ Re z0 > 0; b) W = z−z0
z+z0 , ÇÄÅ Re z0 < 0. 27. z4 = z1 − z2 + z3.

29. a) 2n cosn x
2 cos (n+2)x

2 ; b) 2n cosn x
2 sin (n+2)x

2 ; c) 2n sinn x
2 cos n�−(n+2)x

2 ; d) 2n sinn x
2 sin (n+2)x−n�

2 ;
e) 3 cos (n+1)x

2 sin nx
2

4 sin x
2

+ cos 3(n+1)x
sin

3nx
2

4 sin 3x
2

; f) 3 sin (n+1)x
2 sin nx

2
4 sin x

2
− sin 3(n+1)x

sin
3nx

2
4 sin 3x

2
; g) n sin(n−1)x−(n−1) sinnx

4 sin2 x
2

;

h) n cos(n−1)x−(n−1) cosnx−1
4 sin2 x

2
; i) pn+1 sin(n−1)x−pn sinnx+p sinx

p2−2p cosx+1 ; j) pn+1 cos(n−1)x−pn cosnx−p cosx+1
p2−2p cosx+1 . 32. îÅÔ.

34. (2 cosx)m−1 − C1
m−2(2 cosx)m−3 + C2

m−3(2 cosx)m−5 − · · · + (−10pCpm−p−1(2 cosx)m−2p−1 + · · ·
35. 2(2−cosx)

5−4 cosx . 37. cos' + i sin'. 38. a cosx−1
a2−2a cosx+1 . 40. a) 2n2 cos n�4 ; b) 2n2 sin n�

4 ; c) 2n

3
n−1

2
sin n�

6 .
44. a) ex

2 (x(sinx − cosx) + cosx) + C; b) ex
2 (x2(sinx − cosx) + 2x cosx − (sinx + cosx)) + C; c)

ex
2 (x(sinx+ cosx)− sinx) + C; d) ex

2 (x2(sinx+ cosx) + 2x sinx+ sinx− cosx) + C.
45. a) e�x

�2+�2 (� cos�x + � sin�x) + C; b) e�x
�2+�2 (� sin�x − � cos�x) + C. 48. a) ÐÒÉ n = 2k:

∫
sin2k x dx = (−1)k

22k−1

(
sin 2kx

2k − C1
2k · sin(2k−2)x

2k−2 + C2
2k · sin(2k−4)x

2k−4 − · · ·
)

+ C; ÐÒÉ n = 2k + 1:
∫

sin2k+1 x dx = (−1)k
22k

(
− cos(2k+1)x

2k+1 + C1
2k+1 · cos(2k−1)x

2k−1 + C2
2k+1 · cos(2k−3)x

2k−3 + · · ·
)

+C; b)
∫

cosn dx =
= 1

2n−1

(
sinnx
n + C1

n · sin(n−2)x
n−2 + C2

n · sin(n−4)x
n−4 + · · ·

)
+ C. 49. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ y = x− a1

n .
50. x1 = u1 + v1 − a

3 , x2 = −u1+v1
2 + i

√
3

2 (u1 − v1) − a
3 , x3 = −u1+v1

2 − i
√

3
2 (u1 − v1) − a

3 , ÇÄÅ

u1v1 = a2
9 − b

3 É u3 = −
(
a3
27 − ab

6 + c
2

)
+

√(
a3
27 − ab

6 + c
2

)2
+

(
b
3 − a2

9

)3
. 52. a) x1 = 3√4 − 3√2,

x2;3 = 3√2− 3√4
2 ± i

(√
3( 3√4+ 3√2)

2

)
; b) x1 = 1, x2;3 = −1±i√15

2 ; c) x1 = −1, x2 = −2, x3 = 3. 59.
x3− (4R+ r)x2 + p2x− pS = 0; ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. 60. x3−x2− 2x+ 1 = 0. 61.
îÁÐÒÉÍÅÒ, 90◦, 120◦, 180◦. 62. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÕÇÏÌ ×ÉÄÁ
3◦ · n, ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. 63. f(y) = 16y5 − 20y3 + 5y; y = 1. 64. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É
ÌÉÎÅÊËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. 65. îÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

§ 12. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ

ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É
ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ f(z) ÓÔÅÐÅÎÉ n ≥ 1 Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ × ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ
ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÂÙÌÏ
×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ çÁÕÓÓÏÍ × 1797 ÇÏÄÕ. óÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ,
ÏÐÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÄÅÉ. ÷ Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÞÉÔÁÌÁÓØ ËÒÁÅÕÇÏÌØÎÙÍ ËÁÍÎÅÍ
×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ × Ó×ÑÚÉ Ó ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ×, ËÁË
ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ É ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÁË
ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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îÁ ÂÁÚÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × èIè ×. ×ÏÚÎÉË ×ÁÖÎÙÊ É ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÊÓÑ ÒÁÚÄÅÌ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÛÉÒÏËÏÅ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ.

òÉÓ. 6.

ïÄÎÁËÏ ÂÙÌÉ ÓÄÅÌÁÎÙ ÐÏÐÙÔËÉ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ. ÷ÏÚÎÉËÌÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅ-
ÀÝÉÅ ×ÉÄ a1 + a2i+ a3j+ a4k+ · · ·+ anl, ÇÄÅ i, j, k, . . . , l | ÍÎÉÍÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ ÎÁÄ
ÍÎÉÍÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ.

éÚ ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ: a+ bi+ cj+dk, ÇÄÅ
i2 = j2 = k2 = −1 É ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ. ðÒÁ×ÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÉÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ i, j, k ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÕÀ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÀ (ÒÉÓ. 6).

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÏÏÂÝÅ ÖÅ, ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÅÄËÏÓÔØ. ôÁË, ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ bi+ cj ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

ëÒÏÍÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏËÔÁ×Ù ëÜÌÉ | ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ a0 +

7∑
k=1

akik.
ó ÇÉÐÅÒËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÒÅÛ£ÎÎÏÊ

ÔÏÌØËÏ × ËÏÎÃÅ èIX ×ÅËÁ:

äÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÓÕÍÍÕ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ÓÕÍÍÁ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ×?

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ a2
1 · b21 = (a1b1)2 (n = 1).

éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ |z1| · |z2| = |z1z2| ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(a2
1 + a2

2)(b21 + b22) = (a1b1 − a2b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 (n = 2):

ðÏÚÖÅ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ n = 4 É n = 8. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ n,
ËÒÏÍÅ 1, 2, 4, 8, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ Å£ Ó×ÏÊÓÔ× ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

îÁÒÑÄÕ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ a+ bi (i2 = −1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÏÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: a+ bE (E2 = 1)
É ÄÕÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: a+ b
 (
2 = 0).

äÕÁÌØÎÙÅ É Ä×ÏÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÔÏÞËÁÍ, ÐÒÑÍÙÍ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ,
ÞÔÏ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. úÁ-
ÍÅÔÉÍ, ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. îÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÁÌØÛÅ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÔÅÒØ × ÔÅÈ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ, ÎÁÂÏÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ,
ÃÅÌÙÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÓÔÏÌØ ÃÅÎÎÙÍ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÏÒÕÄÉÅÍ.

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ,
Ç. òÑÚÁÎØ.



ðÏÌÅÍÉËÁ

õÞÅÂÎÉËÉ ÎÅ ÐÒÉ Þ£Í?
é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÒÅÄÁËÃÉÉ. ïÂÒÁÝÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ÏÔËÌÉËÅ ó. ç. ëÁÌØ-
ÎÅÑ (íï, 2007, � 2 (42), Ó.58-59) ÎÁ ÓÔÁÔØÀ é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ (íï, 2006, � 1 (36), Ó.10-37)
ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÕÒÓÉ×ÏÍ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ
ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÃÅÌØ ÓÔÁÔØÉ é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ \ëÏÒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÔÕÚÏ×ÓËÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÉ" \× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÓÅ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ËÔÏ ÍÏÖÅÔ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ
ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÷ôõ-ÕÞÅÂÎÉË, ÓÐÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, - ÜÔÏ Ç-Î ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð." ðÒÉ-
×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ: \îÏ ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð.?
ïÎ ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÐÅÒÅÉÚÄÁÔØ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÏÔÍÅÞÁÅÍÙÅ ÉÍ ËÁË ÐÒÉÍÅÒ (ÏÂÒÁÚÅÃ) ÎÅ
÷ôõ-ÕÞÅÂÎÉËÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ ìÕÚÉÎÁ î.î. ... , Á ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÄÏÓÔÏÊÎÙÊ ÐÒÉ-
ÍÅÒ \ÁÎÔÉ-÷ôõ" ÕÞÅÂÎÉËÁ: ËÎÉÇÕ \÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ", ÉÚÄÁÎÎÕÀ
ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ òèä × 2004 ÇÏÄÕ. á×ÔÏÒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ëÏÓÔÅÎËÏ
é.ð." ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ÓÔÁÔØÅ é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ (Ó. 35, 2-Ê ÁÂÚÁÃ) ÓËÁÚÁÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ìÕÚÉÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: \ôÁËÏ×Ù ÌÕÞÛÉÅ ÓÔÁÒÙÅ ËÎÉÇÉ | ìÕÚÉÎÁ, ÷ÌÁÓÏ×Á, ëÉÓÅÌ£×Á. éÈ ÓÌÅÄÏ×Á-
ÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅÉÚÄÁÔØ (É ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÓÒÅÄÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ) ÄÌÑ ×ÏÓÓÏÚÄÁÎÉÑ ÏÔÅÞÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ". äÁÌÅÅ, × ÔÅËÓÔÅ ÓÔÁÔØÉ é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÓÙÌËÉ Á×ÔÏÒÁ ÎÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ ÅÇÏ ËÎÉÇÕ, Á ÅÓÔØ ÓÎÏÓËÁ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó. 35) ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ: \ëÁË ÐÒÉÍÅÒ (ÕÄÁÞÎÙÊ ÉÌÉ ÎÅÔ | ÐÏËÁÖÅÔ ×ÒÅÍÑ) ÕÞÅÂÎÏÊ ÁÎÔÉ-÷ôõ ËÎÉÇÉ,
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ, ÕËÁÖÅÍ ÐÏÓÏÂÉÅ [39], ×ÙÛÅÄÛÅÅ ÎÅÄÁ×ÎÏ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å òèä
(öÕÒÎÁÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÍ. \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �� 21-29) | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.". ëÒÏ-
ÍÅ ÔÏÇÏ, Ë ×ÏÐÒÏÓÕ: \îÏ ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð?" ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ: \ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ | ÐÒÉÚÎÁÊÔÅ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÷ôõ"; \ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÁÍ | ××ÅÄÉ-
ÔÅ × ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÏÔÂÏÒÁ ÕÞÅÂÎÙÈ ËÎÉÇ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÏÃÅÎËÉ ÉÈ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ". òÅÄÁËÃÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔ
ÓÏÖÁÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÅÓÌÁÓØ Ë ÔÅËÓÔÕ ó. ç. ëÁÌØÎÅÑ É ÐÒÉÎÏÓÉÔ Ó×ÏÉ
ÉÚ×ÉÎÅÎÉÑ é. ð. ëÏÓÔÅÎËÏ ÚÁ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ.

÷ ÎÏÍÅÒÅ 2 ÚÁ 2007 ÇÏÄ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ" (ÓÔÒ. 58-59) ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ
ÏÔËÌÉË ÍÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÏÃÅÎÔÁ ëÁÌØÎÅÑ ó.ç. ÎÁ ÍÏÀ ÓÔÁÔØÀ \ëÏÒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÔÕÚÏ×ÓËÏÇÏ
ÕÞÅÂÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", ÐÏÍÅÝ£ÎÎÕÀ × ÜÔÏÍ ÖÅ ÖÕÒÎÁÌÅ × ÎÏÍÅÒÅ 1 ÚÁ 2006 ÇÏÄ. ÷ ÍÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ
ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 30-È ÇÏÄÏ× XX ×.) ÍÅÔÏÄÏ× É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ×ÎÅÄÒÅÎÉÑ
× ÎÁÛÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É × ÕÞÅÂÎÉËÉ ÁÎÔÉÄÉÄÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ \×ÙÓÏËÏÇÏ ÔÅ-
ÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ" ÏÂÕÞÅÎÉÑ (ÐÒÉÎÃÉÐ ÷ôõ). é ÄÅÌÁÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄ: \ðÒÉÎÃÉÐ ÷ôõ | ÇÌÁ×ÎÁÑ,
ËÏÒÅÎÎÁÑ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÁÄÅÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (É ÛËÏÌØÎÏÇÏ,
É ×ÕÚÏ×ÓËÏÇÏ). ïÎ ÉÚÇÎÁÌ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÅÄÁÇÏÇÉËÕ É ÍÅÔÏÄÉËÕ, ÉÚÇÎÁÌ õÞÅÎÉËÁ. ïÎ ÏÔ×ÅÔÓÔ×Å-
ÎÅÎ ÚÁ ÄÅÇÒÁÄÁÃÉÀ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÉÞÎÏÓÔÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. éÍÅÎÎÏ ÏÎ ÐÒÉ×£Ì ÕÞÁÝÉÈÓÑ Ë
ÍÁÓÓÏ×ÏÍÕ ÏÔ×ÒÁÝÅÎÉÀ ÏÔ ÕÞ£ÂÙ. ïÎ ÐÏÒÏÄÉÌ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÌÏÖØ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ðÒÏËÏ-
ÆØÅ×ÓËÕÀ \ÐÒÏÃÅÎÔÏÍÁÎÉÀ"), ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÂÌÏËÉÒÏ×ÁÌÁ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ."
÷Ù×ÏÄ ÜÔÏÔ ÎÅ ÅÓÔØ ÌÉÞÎÏÅ \ÍÎÅÎÉÅ", Á ÉÍÅÎÎÏ ×Ù×ÏÄ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÁÎÎÙÈ
ÆÁËÔÏ×, ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÓÔÁÔØÅ.

ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÅÎ Ó ÔÁËÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ. ïÎ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÉÞÉÎÙ, ÐÁÄÅ-
ÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Ú×ÕÞÁÔ \× ÐÅÞÁÔÉ, × ÄÉÓËÕÓÓÉÑÈ ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ", É ÓÒÅÄÉ
ÎÉÈ ÏÔÄÁ£Ô ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÕ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ãÉÔÉÒÕÀ: \ÞÁÓÔÏ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË
ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÁË ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÞÔÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï". õÔÏÞÎÑÀ, |
ÐÒÉÞÉÎÁ ÜÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÐÏÌÔÏÒÁ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ, Á ËÁÞÅÓÔ×Ï ÐÁÄÁÅÔ ×ÏÔ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÏÒÏËÁ
ÌÅÔ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÒÅÆÏÒÍÙ-60. äÁÌÅÅ ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÅÝ£ Ä×Å ÐÒÉÞÉ-
ÎÙ: ×ÓÅÏÂÝÅÅ ×ÙÓÛÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É ÐÁÄÅÎÉÅ ËÕÌØÔÕÒÙ ÞÔÅÎÉÑ. ðÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ
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×ÙÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÐÒÉ£Í × ×ÕÚÙ, \ËÏÇÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÏÂÝÅÓÔ×Á Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÒÏËÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÏÌÏÄ£ÖÉ".
ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÓÒÏËÁ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÈ×ÁÔÁ ÍÏÌÏÄ£ÖÉ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ×ÙÓÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÅÅ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÎÅÖÅÌÉ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÅ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÕÞÅÎÉÑ É ËÁÞÅÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ.
ðÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ: \ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, × Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ-
ÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, éÎÔÅÒÎÅÔÁ, ×ÓÅÏÂÝÅÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒÉÚÁÃÉÅÊ ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ×ÏÓÐÉÔÙ×ÁÔØ Õ
ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÐÒÅÖÎÀÀ ËÕÌØÔÕÒÕ ÒÁÂÏÔÙ Ó ËÎÉÇÏÊ." é ÚÁËÌÀÞÁÅÔ: \ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ-ÍÏÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ,
ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ." é ÏÐÑÔØ
ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ. þÕÔØ ×ÙÛÅ ÏÎ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ \ÐÒÉ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÞÁÓÔÏ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÌÅÞØ
×Ó£ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ." ô.Å. ÜÔÉ
ÓÁÍÙÅ \ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ" ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÆÏÒÍÉÒÕÀÔ É ÚÁËÒÅÐÌÑÀÔ Õ ÍÏÌÏÄ£ÖÉ ÎÅÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÁÎÁÌÉÚÉ-
ÒÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. é ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÄÌÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, Ô.
Å. ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÔÕÐÌÅÎÉÑ ÍÏÌÏÄ£ÖÉ.

ðÏÌÅÚÎÏ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ \ÐÁÄÅÎÉÅ ËÕÌØÔÕÒÙ ÞÔÅÎÉÑ" Ñ×ÉÌÏÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ
÷ôõ-ÒÅÆÏÒÍÙ 60-È ÇÇ. ÷ ÍÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ 70-È ÇÏÄÏ×, ËÏÇÄÁ
ÅÝ£ ÎÅ ÂÙÌÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ×: \90,3% ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÁ×ÙËÏ× ÓÍÙÓÌÏ×ÏÇÏ ÞÔÅÎÉÑ... óÒÅÄÉ ÐÒÉ-
ÞÉÎ | \ÎÅÐÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÓÔØ" ÕÞÅÂÎÉËÏ×, ÎÅÐÒÉÕÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ
Ó ËÎÉÇÏÊ".

îÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ ó. ç. ëÁÌØÎÅÀ. ïÄÎÁËÏ, ÅÇÏ ÏÔËÌÉË É ÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØÎÙ, ÎÅÖÅÌÉ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ Ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ. ñ ÏÔ×Å-
ÔÉÌ ÎÁ ÔÕ ÞÁÓÔØ ÏÔËÌÉËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÓÁÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌ, ËÁË \ÇÌÁ×ÎÕÀ". ë \ÎÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ" ÏÎ ÏÔÎ£Ó
ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÁÂÚÁÃÁ. ÷ ÜÔÉÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÁÂÚÁÃÁÈ ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÏÐÏÒÏÞÉÔØ Á×ÔÏÒÁ ÓÔÁÔØÉ,
ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÑ ÅÍÕ ÓËÒÙÔÙÅ ÜÇÏÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÔÉ×Ù. ðÒÉÞ£Í, × ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ
ÏÎ Ó ÒÉÓËÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÑÍÕÀ É ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÕÅÍÕÀ ÌÏÖØ, ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÑ Á×ÔÏÒÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ,
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ × ÅÇÏ ÔÅËÓÔÅ (ÓÍ. ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÙÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÏÔËÌÉËÕ ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ). íÅÖÄÕ
ÐÒÏÞÉÍ, ÓÒÁÚÕ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ä×Á ÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏÄÏÂÎÏÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÌÉ ËÒÁÊ-
ÎÅ \ÎÅ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ" ÞÅÌÏ×ÅË, ÉÌÉ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÞÉÔÁÌ ÓÔÁÔØÉ, Á ÐÏÄÐÉÓÁÌ ÏÔËÌÉË, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ
ËÅÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÍ. ñ ÎÅ ÓÔÁÎÕ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ÉÎÓÉÎÕÁÃÉÉ, Á ÐÏÓÔÁ×ÌÀ ×ÏÐÒÏÓ: ÚÁÞÅÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ
ó. ç. ëÁÌØÎÅÀ ÐÏÒÏÞÉÔØ Á×ÔÏÒÁ ÓÔÁÔØÉ? ïÂÄÕÍÙ×ÁÑ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÍÙ ÐÒÉÄ£Í Ë ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ
×Ù×ÏÄÁÍ. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, | ÚÁÞÅÍ?, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÓÔÁÔØÀ \ëÏÒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÔÕÚÏ×ÓËÏÇÏ
ÕÞÅÂÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". ÷ ÎÅÊ ÄÅÔÁÌØÎÏ É ÆÁËÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÓÌÅÖÅÎ ÄÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÎÅ-
ÄÒÅÎÉÑ × ÎÁÛÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÷ôõ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁÓÔÏÊÞÉ×Ï ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ
ÌÀÄÉ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ É ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÚÎÁ×ÁÅÍÕÀ ÐÏÒÏÞÎÏÓÔØ (ÁËÁÄ. ÷. é. áÒÎÏÌØÄ:
\×ÙÈÏÌÏÝÅÎÎÏÅ É ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ ÓÄÅÌÁÌÏÓØ, Ë ÎÅÓÞÁ-
ÓÔØÀ, ÓÉÓÔÅÍÏÊ"), ÐÒÉÎÃÉÐ ÷ôõ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÛÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ, | ÞÅÒÅÚ ÕÞÅÂÎÉËÉ,
ÇÒÉÆÏ×ÁÎÎÙÅ É ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÎÙÅ. üÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÀÔ É ÚÁËÒÅÐÌÑÀÔ ËÏÎ-
ËÒÅÔÎÙÅ ÌÀÄÉ. á ÔÅÐÅÒØ ÏÔ×ÅÔØÔÅ ÓÁÍÉ, ËÁË ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÒÅÁÇÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÔÁÔØÀ ÜÔÉ ÌÀÄÉ? îÏ
ÓÁÍÏÅ ×ÁÖÎÏÅ, ×Ó£-ÔÁËÉ, ÎÅ ÜÔÏ, | ÎÅ ÉÈ ÒÅÁËÃÉÑ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÓÔÁÔØÀ, ÐÒÏÑ×ÌÅÎÎÁÑ × ÏÔËÌÉËÅ,
ÐÏÄÐÉÓÁÎÎÙÍ ó. ç. ëÁÌØÎÅÅÍ. ëÁË ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÜÔÉ ÌÀÄÉ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÒÉÚÎÁ-
ÎÉÑ ÉÈ ÏÛÉÂÏË (ÏÛÉÂÏË-ÌÉ?) É ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÎÁÄÏ ÅÝ£ ÒÁÚ
ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔËÌÉË. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÅÇÏ ÁÂÚÁÃÅ ÓÍÙÓÌ ÍÏÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÐÏÄÁ£ÔÓÑ ÔÁË: \ÏÐÕÓ Ç-ÎÁ ëÏÓÔÅÎ-
ËÏ é.ð. ... , × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ \ÒÁÚÄÅÌÙ×ÁÅÔ ÐÏÄ ÏÒÅÈ" ×ÓÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ
×ÕÚÏ×... ëÒÉÔÉËÕ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ (?) ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ." þÕÔØ ÄÁÌÅÅ:
\ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ËÒÉÔÉËÉ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð. ... ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ". îÏ ×ÅÄØ Ë ÕÞÅÂÎÉËÁÍ ×ÓÅ
\ÉÍÅÀÔ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ (?)".

ïÂÒÁÝÁÀ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÎÁ ÐÏÄÍÅÎÕ ÓÍÙÓÌÁ. ÷ ÍÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÎÅÔ \ËÒÉÔÉËÉ ÕÞÅÂ-
ÎÉËÏ×". ÷ ÎÅÊ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ \ËÏÒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ" | ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁ-
×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ. é ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÅÄÏÎÏÓÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÷ôõ-ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ. úÁÞÅÍ ÐÏ-
ÎÁÄÏÂÉÌÁÓØ ÐÏÄÍÅÎÁ? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÂÙ \ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ" ËÏÒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ. é ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ
ÓÄÅÌÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÐÏÄÍÅÎÕ | ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ \ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ É ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ" \ÐÒÉÞÉÎÙ
ÐÁÄÅÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ" (ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÍÁÓÓÏ×ÏÓÔØ, ËÕÌØ-
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ÔÕÒÁ ÞÔÅÎÉÑ É ÐÒ.). éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉ£Í ÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÎÁ \ÌÏÖÎÙÅ ÃÅÌÉ". ÷ ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ
ÏÔËÌÉËÁ ÎÁÍ ÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ \ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ". ÷ÏÔ ÏÎÁ |
ÇÌÁ×ÎÁÑ \ÌÏÖÎÁÑ ÃÅÌØ"! é ÜÔÁ ÃÅÌØ, ÜÔÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ Ú×ÕÞÉÔ \× ÐÅÞÁÔÉ, ×
ÄÉÓËÕÓÓÉÑÈ ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ", ÏÎÁ ÐÒÏ×ÏÚÇÌÁÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ×ÙÓÛÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ, ÏÎÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÎÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÉÔÉËÏÊ É Ö£ÓÔËÏ ×ÎÅÄÒÑÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ \ÁÄÍÉÎÉÓÔÒÁÔÉ×ÎÏÇÏ
ÒÅÓÕÒÓÁ". å£ ×ÎÅÄÒÑÀÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÌÀÄÉ: ÚÁÝÉÝÁÀÔÓÑ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ, ÓÏÚÄÁÀÔÓÑ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ,
ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ËÌÁÎ, ÌÉÞÎÏ ÜÇÏÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ × ÐÒÏÃ×ÅÔÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ, Á ×Ï-
×ÓÅ ÎÅ × ÐÏÄÎÑÔÉÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. á ÕÞÅÂÎÉËÉ? | \îÅ ÔÁÍ ÉÝÅÔÅ. ëÏ ×ÓÅÍ, ×ÅÄØ, ÍÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ \ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ". îÅ ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÐÕÓÔÑËÉ. ôÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÉÞÅÇÏ
ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ, | ×ÅÄØ, ÓÅÇÏÄÎÑ ÎÏ×ÏÅ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÅ ×ÒÅÍÑ". á × ÜÔÏ \ÎÏ×ÏÅ" ×ÒÅÍÑ ËÁÞÅÓÔ×Ï
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÐÁÄÁÔØ, ÐÁÄÁÔØ...



ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó ÃÅÌØÀ

ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ
× òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï-
×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÏ-
ÓÔÉÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉ-
ÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ.
æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô ëÏÓ-

ÍÏÎÁ×ÔÏ× 9-167. E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2008 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ

ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) { 60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ ÐÌÁ-

ÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ
×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁ-
ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 2008 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
òÁÓÞÅÔÎÙÊ ÓÞÅÔ É ÂÁÎË ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÑ:
Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ

ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ
ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷ ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ
ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ, ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅ-
ÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÏ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÐÒÁ×Á
ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÀÔ
ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ 10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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